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Sur le spetre du laplaien des brés en tores qui
s'eondrent
Pierre Jammes
Introdution
L'une des questions entrales de l'analyse sur les variétés est l'estimation
du spetre du laplaien agissant sur les fontions d'une variété ompate en
fontion d'invariants géométriques, et fait l'objet d'un vaste littérature. Des
résultats importants ont en partiulier été obtenus onernant la minora-
tion de la première valeur propre du laplaien. J. Cheeger en a donné une
estimation en fontion d'une onstante isopérimétrique :
Dénition 1. Soit (M,g) une variété riemannienne ompate onnexe de
dimension n. On dénit la onstante de Cheeger h de la variété (M,g) par
h(M,g) = inf
S
Vol S
min(VolM1,VolM2)
,
où S parourt l'ensemble des sous-variétés fermées de dimension n−1 de M
qui partitionnent M en deux sous-variétés M1 et M2 dont le bord est S.
Théorème 2 ([Ch70℄). Si (M,g) une variété ompate onnexe, alors
λ1(M,g) ≥ h(M,g)
2
4 , où λ1(M,g) est la première valeur propre du laplaien
agissant sur les fontions de M .
Si on ajoute une hypothèse sur la ourbure de Rii, on peut enadrer la
première valeur propre en fontion de la onstante de Cheeger :
Théorème 3 ([Bu82℄). Soit (M,g) une variété ompate onnexe de di-
mension n. Si Ric(M,g) > −(n− 1)ag alors λ1(M,g) ≤ τ(n)(
√
ah(M,g) +
h(M,g)2), où a est une onstante positive et τ(n) une onstante ne dépendant
que de la dimension.
Une autre approhe est de minorer ette valeur propre en fontion de
bornes sur la ourbure et le diamètre de la variété. Un premier résultat a été
obtenu par M. Gromov :
Théorème 4 ([Gr80℄). Soit a et d deux réels stritement positifs et n un
entier. Il existe une onstante c(n, a, d) > 0 telle que si (M,g) est une var-
iété riemannienne de dimension n dont le diamètre et la ourbure de Rii
i
vérient diam(M,g) ≤ d et Ric(M,g) ≥ −ag, alors
λ1(M,g) ≥ c.
Il existe d'autres ontributions à e type de minoration ([LY80℄, [BBG85℄),
et l'estimation du théorème 4 a été anée. En partiulier, Cheng et Zhou
donnent dans [CZ95℄ :
c =
π2
d2
e−
1
2
cn
√
ad2 , ave cn = max{
√
n− 1,
√
2}.
Le spetre du laplaien de Hodge-de Rham agissant sur les formes dif-
férentielles a été moins étudié, et la question se pose naturellement de savoir
si les théorèmes 2 et 4 se généralisent aux formes. Rappelons que si (M,g) est
une variété onnexe ompate orientable, le laplaien est déni sur l'ensemble
Ωp(M) des formes diérentielles de degré p de M , 0 ≤ p ≤ n par
∆p = dδ+ δd,
où d est la diérentielle extérieure et δ son adjoint formel pour la norme L2
sur Ωp(M). La dimension du noyau de ∆p est égale au p-ième nombre de
Betti de M , et son spetre est disret. On notera
0 = λp,0(M,g) < λp,1(M,g) ≤ λp,2(M,g) ≤ · · · ≤ λp,k(M,g) ≤ · · ·
les valeurs propres de ∆p, en répétant les valeurs propres non nulles s'il y a
multipliité. Si p = 0, on retrouve le laplaien agissant sur les fontions.
L'étude du laplaien de Hodge-de Rham montre que le omportement
du spetre pour 1 ≤ p ≤ n − 1 est diérent du spetre du laplaien agis-
sant sur les fontions. En partiulier, le théorème 4 ne se généralise pas aux
formes diérentielles, même ave l'hypothèse plus forte de ourbure setion-
nelle bornée. En eet, C. Colbois et G. Courtois ont donné dans [CC90℄
des exemples de variétés admettant des petites valeurs propres, 'est-à-dire
qu'on peut faire varier leur métrique de sorte que la ou les premières valeurs
propres non nulles tendent vers zéro, le diamètre et la ourbure setionnelles
restant bornés.
Le théorème 4 préédent soulève la question de savoir à quelles onditions
une variété admet une petite valeur propre à diamètre et ourbure bornés.
Un début de réponse a été donné par B. Colbois et G. Courtois dans [CC90℄
en montrant qu'on peut obtenir pour les formes diérentielles un résultat
semblable au théorème 4 si on se donne une hypothèse supplémentaire sur
le rayon d'injetivité de la variété :
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Théorème 5. Pour tous réels a, d, et r stritement positifs et tout entier
n, il existe une onstante c′(n, a, d, r) > 0 telle que si (M,g) est une variété
riemannienne ompate onnexe de dimension n vériant diam(M,g) ≤ d,
|K(M,g)| ≤ a et inj(M,g) ≥ r, où K(M,g) et inj(M,g) désignent respe-
tivement la ourbure setionnelle et le rayon d'injetivité de M , alors
λp,1(M,g) ≥ c′,
pour tout p.
Ce résultat a été amélioré par S. Chanillo et F. Trèves, qui donnent une
valeur expliite de la onstante c′ du théorème 5, et en mettant en évidene
le rle du rayon d'injetivité dans ette onstante ([CT97℄) :
λp,1(M,g) ≥ c′′(n, a, d) · r4n2+4n−2. (6)
Une onséquene immédiate est que si (Mni , gi) est une suite de variétés rie-
manniennes de dimension n de diamètres et ourbures uniformément bornés
telle que λp,1(Mi, gi) tende vers zéro pour un ertain p, 1 ≤ p ≤ n, alors
inj(Mi, gi) tend aussi vers zéro (remarque : si le diamètre et la ourbure se-
tionnelle sont bornés, minorer le rayon d'injetivité est équivalent à minorer
le volume). Plus simplement, si on se donne une variété ompateM et qu'on
fait varier sa métrique à diamètre et ourbure bornée de sorte que λp,1 tende
vers zéro, alors son rayon d'injetivité tend vers zéro, 'est-à-dire qu'elle s'-
eondre. Cette ondition a des onséquenes topologiques importantes. En
partiulier, si (M,gi) tend pour la distane de Gromov-Haussdorf vers une
variété de dimension inférieure, K. Fukaya a montré (entre autres hoses)
dans [Fu87b℄ et [Fu89℄ que M possède une struture de bré dont la base est
la variété limite :
Théorème 7. Soit (Mi, gi) une suite de variétés ompates de dimension n
et (N,h) une variété riemannienne ompate de dimension m < n. Si pour
tout i la ourbure setionnelle de Mi vérie |K(M,gi)| ≤ 1, et si (M,gi)
onverge vers (N,h) pour la distane de Gromov-Hausdor, alors pour tout
i susamment grand il existe une bration πi : Mi → N dont la bre est
une infranilvariété.
Cependant, il n'est pas susant que le rayon d'injetivité tende vers zéro
pour pour que la première valeur propre non nulle du laplaien tende vers
zéro. On peut par exemple onsidérer le produit riemannien d'une variété
(N,h) quelonque munie d'une métrique xée ave un tore plat dont on fait
tendre le diamètre vers zéro : le rayon d'injetivité du produit tend vers zéro,
mais son spetre est la réunion des spetres de (N,h) et du tore, et don ne
ontient pas de petites valeurs propres. Ce la motive la
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Question 8. À quelles onditions une variété qui s'eondre admet-elle une
 ou plusieurs  petites valeurs propres ?
Par ailleurs, la minoration (6) n'est a priori pas optimale, en partiulier
en e qui onerne l'exposant du rayon d'injetivité. Il se pose don aussi la
Question 9. Peut-on améliorer la minoration de la première valeur propre
non nulle du laplaien de Hodge-de Rham?
Des réponses préises aux questions 8 et 9 ont été apportées dans des
situations topologiques ou géométriques partiulières. C'est le as des lim-
ites adiabatiques : si (M,g) est une variété riemannienne ompate, A une
distribution de sous-espaes de TM et B la distribution orthogonale à A, on
peut érire la métrique g sous la forme g = gA ⊕ gB où gA et gB sont des
métriques sur A et B respetivement, et dénir surM la famille de métriques
gt = t
2gA ⊕ gB .
La limite de (M,gt) quand t → 0 est appelée  limite adiabatique . Dans
le as où M est un bré riemannien, la distribution A est la distribution
vertiale T VM , B la distribution horizontale THM , et on fait tendre le
diamètre de la bre vers zéro par des homothéties de rapport t. Pour un
tel eondrement, Mazzeo et Melrose ont montré ([MM90℄) que le nombre de
valeurs propres de l'ordre de t2 quand t tend vers zéro peut se aluler à
l'aide de la suite spetrale de Leray du bré (notons que Forman, Álvarez
et Kordyukov ont généralisé e résultat aux feuilletages riemanniens dans
[Fo95℄ et [ALK00℄). Cependant, dans une situation de limite adiabatique, la
ourbure n'est en général pas bornée, en partiulier si la bre n'est pas un
tore. D'autre part, on peut en général eondrer le bré sur sa base autrement
que par homothétie de la bre.
Par ailleurs, B. Colbois et G. Courtois ont étudié dans [CC00℄ le as où
M est une variété de dimension n+1 qui tend pour la distane de Gromov-
Hausdor vers une variété (N,h) de dimension n et donnent des estimations
plus préises de la ou les premières valeurs propres non nulles en fontion de
la topologie de M et de la géométrie de l'eondrement. Selon le théorème
7, on sait que M est néessairement un bré en erle sur N , et l'hypothèse
d'orientabilité sur M assure que e bré est prinipal. La topologie de e
bré est aratérisée par sa lasse d'Euler [e] ∈ H2(N,Z) (f. [BT82℄, p. 72).
En notant e(M) le représentant harmonique de la lasse de ohomologie [e]
pour la métrique h sur N , on a alors :
Théorème 10. Soit a et d deux réels stritement positifs et (N,h)
une variété riemannienne de dimension n. Il existe des onstantes
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ε0(n, a, d, (N,h)) > 0 et Ci(n, a, d, (N,h)) > 0 pour i = 1, 2, 3 telles
que si (M,g) est une variété riemanienne de dimension n + 1 vériant
diam(M,g) ≤ d, |K(M,g)| ≤ a et ε = dGH((M,g), (N,h)) ≤ ε0, alors
on a, pour 1 ≤ p ≤ n,
10.1. λp,mp+1(M,g) ≥ C1 ;
10.2. Si e 6= 0, alors C2‖e(M)‖22ε2 ≤ λ1,1(M,g) ≤ C3‖e(M)‖22ε2 ;
10.3. Si dimH2(N,R) = 1, alors
C2‖e(M)‖22ε2 ≤ λp,k(M,g) ≤ C3‖e(M)‖22ε2 pour 1 ≤ k ≤ mp ;
ave mp = bp(N) + bp−1(N)− bp(M).
Remarque 11. Si e = 0, par exemple si le bré est trivial, on a mp = 0
pour tout p. Le théorème se réduit alors à 10.1. D'autre part, si e 6= 0 alors
m1 = 1. λ1,1(M,g) est don la seule petite valeur propre pour les 1-formes.
Remarque 12. B. Colbois et G. Courtois montrent aussi dans [CC00℄ que
si dimH2(N,R) ≥ 1, on ne peut pas trouver de onstante C2 vériant 10.3
qui soit indépendante de la topologie de M .
Remarque 13. Le théorème isole les rles de la topologie (par l'intermé-
diaire de e(M)) et du rayon d'injetivité (qui est de l'ordre de ε quand ε
tend vers zéro) dans la minoration de la première valeur propre non nulle
du laplaien. On voit don que dans la situation d'un bré en erle qui
s'eondre, si le laplaien admet une petite valeur propre, elle se omporte
asymptotiquement omme le arré du rayon d'injetivité.
Dans des situations topologiques et géométriques plus générales, on ne
onnait pas de résultat semblable. Cependant, en e qui onerne la question
8, J. Lott a apporté une ontribution importante dans [Lo02b℄ et [Lo02a℄ en
dénissant un opérateur limite pour le laplaien, 'est-à-dire un opérateur
dont le spetre est la limite du spetre de laplaien de Hodge-de Rham quand
la variété s'eondre, le nombre de valeurs propres petites ou nulles étant
alors donné par la multipliité de la valeur propre nulle dans le spetre de
l'opérateur limite. Dans le hapitre 1, nous exposerons la onstrution de et
opérateur limite, ainsi que les onditions néessaires à l'existene de petites
valeurs propres que Lott en déduit.
Les hapitres 2 et 3 seront onsarés à l'étude, pour des brés munis
d'une struture homogène  onstruits plus préisément omme quotients
d'un groupe de Lie résoluble G par un réseau oompat Γ , du spetre
du laplaien ∆pinv restreint à l'espae de dimension nie Ω
p(M)G des formes
diérentielles invariantes lors d'eondrements par des métriques homogènes,
an de mettre en évidene omment varie préisément le nombre de petites
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valeurs propres en fontion de la topologie du bré et de la géométrie de
l'eondrement. En eet, les petites valeurs propres de ∆pinv sont aussi petites
valeurs propres de ∆p, et dans le as où le groupe G est nilpotent, J. Lott a
montré réiproquement que la reherhe de petites valeurs propres de ∆ se
ramène à l'étude de ∆pinv :
Proposition 14 ([Lo02b℄). Il existe des onstantes a(n), a′(n) et c(n)
stritement positives telles que si M est une infranilvariété de dimension
n munie d'une métrique homogène pour laquelle ‖R‖∞ diam(M)2 ≤ a′, où
‖R‖∞ est la norme du tenseur de ourbure, et si α est une forme propre du
laplaien sur M dont la valeur propre λ vérie λ < adiam(M)−2 − c‖R‖∞,
alors α est invariante.
Cependant, e résultat ne se généralise pas à tous les groupes résolubles. On
en verra un exemple au paragraphe 2.7.2.
Dans le hapitre 2, nous étudierons des brés de bre T n sur la base
S1. Le fait qu'une variété qui s'eondre sur un erle admette une struture
de solvariété est déjà onnu ([Pe89℄, [Tu97℄). Nous en ferons une onstru-
tion expliite dans un as simple : les brés onsidérés seront dénis omme
suspension d'un diéomorphisme linéaire de la bre T n représenté par un
élément A ∈ SLn(Z). De plus, nous ferons l'hypothèse simpliatrie que
A admet un logarithme réel. Les prinipales propriétés du spetre que nous
allons mettre en évidene sont données par le
Théorème 15. Soit n ≥ 2, A ∈ SLn(Z) et B ∈ Mn(R) tels que A = exp(B),
d la dimension du sous-espae aratéristique assoié à la valeur propre 0
de B et d′ la dimension de son noyau. Il existe un groupe G = G(B) ⊂
GLn+2(R) et un réseau Γ ⊂ G tel que Γ\G soit homéomorphe au bré M de
bre T n de bration p : M → S1 onstruit par suspension du diéomorphisme
A. Si de plus on suppose que les métriques sur M sont homogènes et telles
que p soit une submersion riemannienne pour une métrique de volume 1 sur
S1, alors :
15.1. dimKer∆1inv = d
′ +1 et ∆1inv admet n− d′ valeurs propres non nulles
distintes ou non.
15.2. Pour tout a > 0, il existe une onstante c(B, a) > 0 telle que pour
toute métrique invariante g sur M dont la ourbure setionnelle vérie
|K(M,g)| < a, on a λinv1,i (M,g) < c, pour tout i.
15.3. Si d 6= n, alors pour tout a > 0, il existe une onstante c′(B, a) > 0
telle que pour toute métrique g sur M la ourbure setionnelle vérie
|K(M,g)| < a, on a λinv1,d−d′+1(M,g) > c′.
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Si d = n et d′ 6= n, alors G est nilpotent, et il existe une suite de
métriques gε sur M telle que la ourbure soit uniformément bornée et
λinv1,i (M,gε)→ 0 quand ε→ 0, pour tout 0 < i ≤ n− d′.
Si d = d′ = n, alors G = Rn, M est un tore et les formes harmoniques
sont exatement les formes invariantes.
15.4. Pour tout k ≤ d − d′, il existe une famille de métriques gkε sur M
de ourbure et diamètre uniformément bornés par rapport à ε et une
onstante c′′(B, k) > 0 telle que λinv1,i (M,g
k
ε ) → 0 pour i ≤ k quand
ε→ 0, et λinv1,k+1(M,gkε ) > c′′ si k < n.
Remarque 16. Le point 15.4 montre que le nombre de petites valeurs pro-
pres peut, quand la topologie le permet, fortement varier ave la géométrie
de l'eondrement. Cette situation dière don du as où la bre est de di-
mension 1, étudié par B. Colbois et G. Courtois dans [CC00℄.
Remarque 17. La démonstration de 15.4 met en évidene le fait que dans
le as d'un eondrement par homothéties de la bre (situation de limite
adiabatique), il n'y a pas de petites valeurs propres.
Remarque 18. Une onséquene immédiate du résultat 15.3 est que si tout
le spetre de ∆1inv tend vers zéro, alors le groupe G est nilpotent.
D'autre part, e théorème permet de donner une ondition néessaire et
susante sur B pour l'existene de petites valeurs propres pour les 1-formes :
Corollaire 19. Sous les hypothèses du théorème 15, il existe une suite de
métriques homogènes gε sur M telle que λ
inv
1,1 (M,gε)→ 0 quand ε→ 0 si et
seulement si d 6= d′ ( i.e. si la réduite de Jordan de B a un blo nilpotent non
nul).
Remarque 20. Les résultats 15 et 19 montrent que le omportement asymp-
totique du spetre de ∆1inv est essentiellement lié à la nature, de la partie
nilpotente de la réduite de Jordan de B. En eet, le blo nilpotent est ar-
atérisé par les invariants d et d′ de B.
Dans le as des p-formes, p ≥ 2, la situation est plus omplexe, et en
partiulier le orollaire 19 n'est pas vrai pour n et p quelonque (on verra
au paragraphe 2.7.1 qu'il peut exister une petite valeur propre pour les 2-
formes alors que B n'a pas de blo nilpotent). On peut ependant donner
une ondition néessaire à l'existene de petites valeurs propres, à savoir que
B n'est pas semi-simple. En eet, on a le :
Théorème 21. Sous les hypothèse du théorème 15, si B est semi-simple,
alors il existe c′′(B, a) > 0 tel que pour toute métrique homogène g sur M
dont la ourbure setionnelle vérie |K(M,g)| < a, on a λinvp,1 (M,g) > c′′.
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Dans le hapitre 3, nous allons nous intéresser à des brés en tore T k
sur le tore T 2 muni d'une struture de bré prinipal. Leur topologie est
assez simple. On sait en eet qu'un bré prinipal en tore sur le tore peut
être muni d'une struture de nilvariété ([Pe89℄). On va ii montrer un résul-
tat plus préis en utilisant le fait que la base est de dimension 2 : e bré
est diéomorphe au produit d'un tore et d'une nilvariété de dimension 3.
Puis on alulera le spetre du laplaien restreint aux formes diérentielles
invariantes en supposant le bré muni d'une métrique homogène.
On obtient le résultat suivant :
Théorème 22. Soit M un bré prinipal non trivial en tore T n sur le tore
T 2 . Alors
22.1. M est une nilvariété et, si n ≥ 2, M est homéomorphe à N × T n−1,
où N est une nilvariété de dimension 3.
22.2. Il existe un veteur V vertial (tangent à la bre T n) tel que si M est
muni d'une métrique homogène, alors pour tout p ∈ [1, n + 1], ∆pinv
admet une unique valeur propre non nulle λ. Sa multipliité est Cp−1n ,
et λ = Vol(B)−2|V |2, où Vol(B) est le volume de la base du bré pour
la métrique induite.
Remarque 23. Le produit du 22.1 n'est pas néessairement riemannien
pour les métriques onsidérées. Le spetre ne peut don pas se déduire di-
retement de la formule de Künneth.
Remarque 24. On voit que ontrairement à la situation du théorème 15, un
eondrement par homothéties de la bre produit une petite valeur propre, et
que λ est alors proportionnelle au arré du diamètre de la bre, à topologie
xée.
Remarque 25. Dans le as où n = 1, la remarque préédente rejoint les
résultats de B. Colbois et G. Courtois qui étudient dans [CC00℄ le spetre des
brés en erles sur des bases quelonques et sans restritions sur la métrique.
Mais si la dimension de la bre est plus grande (n ≥ 2), un phénomène
nouveau apparaît : il existe dans e as des eondrements du bré tels que
λ ne tende pas vers zéro. Nous en donnerons des exemples au paragraphe
3.2. Si n ≥ 2, le nombre de petites valeurs propres ne dépend don pas
uniquement de la topologie. Cependant, on a pas de liberté sur e nombre
omme en 15.4.
Dans une deuxième partie, du hapitre 4 au hapitre 7, nous allons nous
intéresser à la question 9. Le théorème 10 ne onsidère que des brés dont
la bre est de dimension xée égale à 1 ; on peut se demander dans quelle
mesure il se généralise aux bres de dimension plus grande. Nous allons
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ii nous intéresser plus préisément aux situation de brations prinipales
s'eondrant sur leur base, la bre étant alors un tore (e sont les seules
infranilvariétés possédant une struture de groupe). Notre but dans ette
seonde partie est d'arriver au résultat suivant :
Théorème 26. Soit a et d deux réels stritement positifs, n un entier et
(N,h) une variété riemannienne de dimension stritement inférieure à n.
Il existe des onstantes ε0(n, a, d, (N,h)) > 0 et C(n, a, d, (N,h)) > 0
telles que si (M,g) est une variété riemannienne de dimension n vériant
diam(M,g) ≤ d, |K(M,g)| ≤ a et si π : (M,g) → (N,h) est une bration
prinipale de bre T k qui soit une ε-approximation de Hausdor ave ε < ε0,
alors
λ1,1(M,g) ≥ C · Vol2(M,g).
Remarque 27. On obtient une minoration en fontion du volume de la
variété et pas en fontion du rayon d'injetivité, mais ave un exposant égal
à 2, indépendamment de la dimension de la variété.
Ce résultat soulève deux questions qui restent ouvertes :
Question 28. Peut-on obtenir une minoration en fontion du rayon d'in-
jetivité ave un exposant indépendant de la dimension ?
Question 29. Peut-on généraliser e résultat aux p-formes diérentielles,
pour tout p ?
Nous ommenerons dans le hapitre 4 par disuter de la topologie des
brés prinipaux en tore, dans le but de déterminer un invariant topologique
généralisant la lasse d'Euler des brés en erle et qui pourra être utilisé
pour ontrler le spetre.
Dans le hapitre 5, nous étudierons omment, dans le as d'un bré prin-
ipal en tore T k muni d'une métrique invariante, on peut se ramener à l'é-
tude des petites valeurs propres du laplaien à elle du spetre du laplaien
resteint aux formes diérentielles invariantes par l'ation de T k. Dans le as
des formes diérentielles d'un bré en erle, Colbois et Courtois donnent,
ave ertaines hypothèses sur la métrique, une minoration du spetre sur
l'orthogonal des formes invariantes :
Théorème 30 ([CC00℄). Soit (Nn, h) une variété ompate, S1 →֒
Mn+1 → N un S1-bré prinipal, et gε une métrique S1-invariante sur M
telle que |K(M,gε)| < a, diam(M,gε) < d et que la longueur des bres soit
inférieure à ε. Il existe des onstantes C = C(n, a, d, (N,h)) et ρ = ρ(n)
telles que toute forme propre de valeur propre λ ≤ C
ε
1
2ρ
est S1-invariante.
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Nous allons démontrer un résultat semblable à elui de Colbois et Courtois,
mais sans utiliser d'hypothèse sur le diamètre et la ourbure du bré, et
en donnant une minoration plus préise du spetre du laplaien restreint à
l'orthogonal des formes invariantes :
Théorème 31. Soit (M,g) un bré prinipal en erle muni d'une métrique
S1-invariante. On note l0 le maximum des longueurs des bres.
Soit λ une valeur propre de ∆p. Si λ <
(
2π
l0
)2
, alors les formes propres
assoiées sont S1-invariantes.
Remarque 32. La onstante
(
2π
l0
)2
du théorème est optimale, en e sens
qu'il existe des brés pour lequelles elle est égale à une valeur propre assoiée
à une forme propre non invariante. En eet,
(
2π
l
)2
est la première valeur
propre du erle de longueur l. Dans le as d'un bré trivial M = N × S1
muni d'une métrique produit, les formes diérentielles de la formes α∧ f où
α est une p-forme harmonique de N et f une fontion propre de S1 seront
des formes propres de ∆p, de même valeur propre que f . Comme la fontion
f n'est pas onstante, les formes propres assoiés à la valeur propre
(
2π
l
)2
ne
sont pas toutes invariantes. Comme
(
2π
l
)2
est le λ0,1 du erle de longueur
l, la onstante
(
2π
l0
)2
du théorème 31 peut s'interpréter omme la borne
inférieure sur l'ensemble des bres de la première valeur propre du laplaien
agissant sur les fontions de la bre. Dans le as des brés en tore, on peut
montrer un résultat semblable, faisant intervenir la première valeur propre
du laplaien ∆0 restreint au tore :
Théorème 33. Soit k ∈ N∗, T k →֒ M π→ N un bré en tore T k, g¯ une
métrique invariante sur T k et f une fontion sur N stritement positive.
Supposons que M est muni d'une métrique T k-invariante g telle que pour
tout x ∈ N , la restrition g¯x de g à la bre π−1(x) vérie g¯x ≤ f(x) · g¯.
Soit λ une valeur propre du laplaien agissant sur les formes diéren-
tielles de M . Si λ < (sup
x∈N
f(x))−1 · λ0,1(T k, g¯), alors les formes propres as-
soiées sont T k-invariantes.
Remarque 34. Comme pour le théorème 31, la onstante est optimale dans
le as d'un bré trivial muni d'une métrique produit.
On peut déduire du théorème 33 une inégalité en fontion du maximum
des diamètres des bres. Cependant, on doit ajouter une hypothèse sur la
métrique g. On verra en eet que la donnée d'une borne sur le diamètre des
bres ne permet pas de majorer la fontion f du théorème 33.
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Corollaire 35. Soit k ∈ N∗, T k →֒ M π→ N un bré en tore T k, et g¯ une
métrique invariante sur T k. Supposons que M est muni d'une métrique T k-
invariante telle que pour tout x ∈ N , la restrition de la métrique à la bre
π−1(x) soit proportionnelle à g¯.
Soit λ une valeur propre du laplaien. Si λ <
(
π
d0
)2
, où d0 est le maxi-
mum des diamètres des bres pour la métrique induite par g, alors les formes
propres assoiées sont T k-invariantes.
Remarque 36. La démonstration des deux théorèmes met en évidene le
fait que si la multipliité d'une valeur propre est impaire, alors le sous-espae
propre assoié ontient des formes invariantes.
Le hapitre 6 aura pour but de montrer que pour obtenir le théorème 26,
on peut se ramener à une situation géométrique plus simple. En partiulier,
on montrera qu'une métrique de ourbure et diamètre bornés sur le bré
est prohe d'une métrique invariante pour laquelle les bres sont totalement
géodésiques :
Théorème 37. Soient a et d deux réels stritement positifs, n un entier
et (N,h) une variété riemannienne de dimension stritement inférieure à
n. Il existe des onstantes ε0(n, a, d, (N,h)) > 0, τ(n, a, d, (N,h)) > 0 et
τ ′(n, a, d, (N,h)) > 0 telles que si (M,g) est une variété riemannienne de
dimension n vériant |K(N,h)| ≤ a, |K(M,g)| ≤ a, diam(M,g) ≤ d et
si π : (M,g) → (N,h) une bration prinipale de bre T k qui soit une ε-
approximation de Hausdor ave ε < ε0, alors il existe des métriques g˜ et h˜
sur M et N respetivement et une bration prinipale π′ : (M, g˜) → (N, h˜)
telles que
1. L'ation de T k sur (M, g˜) est isométrique ;
2. Les bres de la bration π′ sont totalement géodésiques ;
3.
1
τ
g ≤ g˜ ≤ τg et 1
τ
h ≤ h˜ ≤ τh ;
4. La restrition de g˜ à la bre est telle que diam(π′−1(x)) ≤ τ ′ε, pour
tout x ∈ N .
Remarque 38. On verra aussi que si l'on suppose que la métrique g sur M
est T k-invariante, alors on peut remplaer dans le théorème 37 l'hypothèse
sur la ourbure de (M,g) par l'hypothèse plus faible K(M,g) ≥ −a.
Enn, dans le hapitre 7, nous démontrerons le théorème 26 en utilisant
les résultats des hapitres 4 à 6, et nous disuterons de la possibilité d'ex-
primer la onstante C du théorème 26 en fontion d'invariants géométriques
de (N,h).
xi
Une grande partie des hapitres 2 et 3 a été publiée sous une forme
légèrement diérente dans [Ja03℄, et l'artile [Ja04℄ ontient  entre autres
hoses  la démonstration du théorème 26.
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Chapitre 1
Existene de petites valeurs
propres du laplaien
1.1. Un exemple : la nilvariété d'Heisenberg de di-
mension 3
Nous allons ommener par présenter un exemple de variété ompate
admettant une petite valeur propre. Cet exemple nous sera utile par la suite
ar il illustre un ertain nombre de phénomènes.
On onsidère le groupe d'Heisenberg de dimension 3
G =



 1 x z0 1 y
0 0 1

 , x, y, z ∈ R

 . (1.1)
C'est un groupe nilpotent, diéomorphe à R
3
, et son entre vérie Z(G) =
[G,G] = {
(
10z
010
001
)
, z ∈ R}. On note Γ le sous-groupe de G formé des matries
à oeients entiers. C'est un sous-groupe disret oompat de G, et on
dénit la nilvariété d'Heisenberg de dimension 3 par N = Γ\G. Sa topologie
peut être dérite de trois manières :
 par onstrution 'est une nilvariété, 'est-à-dire le quotient d'un
groupe nilpotent par un sous-groupe oompat ;
 'est aussi un bré en tore sur le erle dont les bres sont, dans la
paramétrisation donnée par (1.1), les sous-variétés d'équation x = cte.
Ces sous-variétés de G sont diéomorphes à R2, et leurs quotients dans
N sont des tores ;
 enn, 'est un bré prinipal en erle sur le tore, les bres étant
dénies omme les orbites de l'ation du entre Z(G) sur N .
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Soit X, Y et Z les hamps de veteurs invariants à gauhe sur N engen-
drés en (0, 0, 0) par ∂/∂x, ∂/∂y et ∂/∂z. Ces hamps passent au quotient
sur N , et vérient [X,Y ] = Z et [X,Z] = [Y,Z] = 0. On va, à l'aide de es
hamps, onstruire une famille de métrique pour laquelle le diamètre et la
ourbure seront uniformément bornés : soit α, β et γ trois réels positifs xés.
Pour tout ε ∈]0, 1], on dénit sur N la métrique gε omme étant la métrique
invariante à gauhe telle qu'en tout point, la base (Xε, Yε, Zε) dénie par
Xε = ε
−αX, Yε = ε−βY et Zε = ε−γZ soit orthonormée. Les rohets de Lie
entre les hamps de veteurs de ette base sont
[Xε, Yε] = Z
γ−α−β
ε et [Xε, Zε] = [Yε, Zε] = 0. (1.2)
Comme les paramètres α, β et γ sont positifs, les normes de X, Y et
Z pour la métrique gε sont inférieures à 1, don le diamètre de N reste
borné quand ε varie. D'autre part, omme les hamps Xε, Yε et Zε sont
invariants, le tenseur de ourbure peut s'érire en fontion des oeients
des rohets de Lie entre es hamps. On impose don à α, β et γ de vérier
τ = γ − α− β ≥ 0, de sorte que la ourbure reste elle aussi bornée.
Comme la métrique sur N est invariante à gauhe, l'espae des 1-formes
diérentielles invariantes est stable par le laplaien. On va aluler son spe-
tre en restrition à et espae. On peut déduire de (1.2) que
dX♭ε = dY
♭
ε = 0 et dZ
♭
ε = −ετX♭ε ∧ Y ♭ε , (1.3)
où U ♭ désigne la 1-forme duale de U pour la métrique gε, et don que
δ(X♭ε ∧ Y ♭ε ) = −ετZ♭ε et δ(X♭ε ∧ Z♭ε) = δ(Y ♭ε ∧ Z♭ε) = 0. (1.4)
En restrition aux 1-formes invariantes, l'opérateur dδ est nul. On a don
nalement
∆X♭ε = ∆Y
♭
ε = 0 et ∆Z
♭
ε = ε
2τZ♭ε. (1.5)
La forme diérentielle Z♭ε est don une forme propre de valeur propre λ = ε
2τ
.
On voit que si τ > 0, par exemple si α = 1, β = 1 et γ = 3, ette valeur
propre tend vers 0. La variété N admet don une petite valeur propre. On
peut noter qu'en revanhe, si τ = 0, par exemple si α = β = 1 et γ = 2, la
valeur propre λ ne tend pas vers zéro. La question 8 doit don être formulée
de manière plus préise :
Question 1.6. Comment varie le nombre de petites valeurs propres ave la
géométrie de l'eondrement ?
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1.2. Opérateur limite
1.2.1. Le as des fontions
Avant d'aborder la onstrution faite par J. Lott d'un opérateur lim-
ite pour le laplaien de Hodge-de Rham, rappelons le résultat obtenu par
K. Fukaya dans le as des fontions. Dans [Fu87a℄, Fukaya montre l'exis-
tene  sous ertaines onditions  d'un opérateur limite pour le laplaien
agissant sur les fontions.
SoitM(n, d) l'ensemble des variétés riemanniennes (Mn, g) de dimension
n telles que leur ourbure setionnelle et leur diamètre vérient respetive-
ment |K(M,g)| ≤ 1 et diam(M,g) ≤ d, et λk(M,g) la k-ième valeur propre
du laplaien agissant sur les fontions deM , les valeurs propres étant répétées
s'il y a multipliité. Le problème est d'étendre ontinument pour tout k la
fontion (M,g) → λk(M,g) à l'adhérene de M(n, d) dans l'ensemble des
espaes métriques ompats. C'est impossible si on munit et ensemble de
la topologie de Gromov-Hausdor, mais Fukaya onsidère l'ensemble des es-
paes métriques mesurés  i.e. muni d'une mesure de probabilité  muni
de la topologie de Hausdor mesurée dénie omme suit : soit (Xi, µi) une
suite d'espaes métriques mesurés. Elle onverge vers (X,µ) s'il existe des
appliations mesurables Ψi : Xi → X et une suite stritement positive εi
vériant
1. lim
i→∞
εi = 0 ;
2. L'εi-voisinage de Ψi(Xi) est X ;
3. Pour tout p, q dans Xi, on a
|d(Ψi(p),Ψi(q))− d(p, q)| < εi ;
4. Pour toute fontion f sur X, on a
lim
i→∞
∫
f ◦Ψidµi =
∫
fdµ,
'est-à-dire que la mesure (Ψi)∗(µi) onverge vers µ pour la topologie
faible-∗.
Il obtient alors :
Théorème 1.7. Soit M(n, d) l'adhérene de M(n, d) dans l'ensemble des
espaes métriques mesurés, en munissant haque variété (Mn, g) de sa
mesure riemannienne normalisée.
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1. La fontion λk s'étend ontinuement à l'ensemble
M(n, d)\{(point, 1)}.
2. Pour tout (X,µ) ∈ M(n, d), il existe un opérateur auto-adjoint P(X,µ)
agissant sur L2(X,µ) tel que λk(X,µ) soit égal à la k-ième valeur
propre de P(X,µ).
3. Supposons que limi→∞(Mi, gi) = (X,µ). Soit ϕk,i une fontion propre
normalisée assoiée à la valeur propre λk(Mi, gi) et Λk,i = {ϕ◦Ψi, ϕ ∈
L2(X,µ), P(X,µ)ϕ = λk(X,µ)ϕ}. Alors limi→∞ d(Λk,i, ϕk,i) = 0.
Remarque 1.8. Dans le as où l'espae limite (X,µ) est une variété rieman-
nienne, la mesure limite µ et l'opérateur limite P(X,µ) ne sont pas néessaire-
ment la mesure riemanienne ni le laplaien de la variété, omme le montre
l'exemple suivant :
Exemple 1.9. On onsidère le tore T 2 = {(s, t), s, t ∈ S1}, c : S1 → R une
fontion positive C∞, et la famille de métriques gε(c) dénie sur T 2 par
gε(c) = ds
2 ⊕ ε2c(s)2dt2.
Si f ∈ C∞(T 2), on a alors
∆(T 2,gε(c))f(s, t) = −c(s)−1
∂
∂s
(
c(s)
∂
∂s
f(s, t)
)
− ε2c(s)−2c(s)−2 ∂
2
∂t2
f(s, t).
Si on note λk(c) la k-ième valeur propre de l'opérateur Pc déni sur S
1
par
Pc(f)(s) = −c(s)−1 dds
(
c(s) ddsf(s)
)
, alors
lim
ε→0
λk(T
2, gε(c)) = λk(c),
et
lim
ε→0
(T 2, gε(c)) = (S
1, µ)
ave µ = c · ds.
Remarque 1.10. Les fontions ontenues dans Λk,i ont la propriété d'être
onstantes sur haun des Ψ−1i (x), x ∈ X. Cela signie, dans le as où les
Ψi dénissent des brations, que les fontions propres ϕk,i sont approximées
par des fontions onstantes sur les bres.
1.2.2. Constrution de l'opérateur
Réemment, J. Lott a généralisé le résultat de Fukaya aux formes dif-
férentielles ([Lo02b℄, [Lo02a℄). Nous allons ii présenter la onstrution de
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l'opérateur limite en nous restreignant par souis de larté au as d'un bré
F →֒ (M,g)→ (N,h) sur une variété riemannienne dont la bre est une nil-
variété F = Γ\G, et qui tend pour la distane de Gromov-Hausdor vers sa
base. Nous noterons ∇aff la onnexion sur F telle que les hamps invariants
à gauhe soient parallèles.
La première diulté est de déterminer un espae sur lequel va agir
l'opérateur limite. Dans la onstrution de Fukaya, l'opérateur P(X,µ) du
théorème 1.7 agit sur L2(N), 'est-à-dire sur un espae de fontions à valeurs
réelles sur la base. Dans le as des formes diérentielles, on utilise un espae
de formes diérentielle sur la base, mais à valeur dans un espae plus grand
que R. Plus préisement, on onsidère un bré vetoriel gradué E =
⊕m
j=0E
j
sur la base dont haque bre est munie d'un produit salaire gradué  i.e.
tel que les Ei soient orthogonaux entre eux  noté hE , et on munit e bré
d'une superonnexion A′ de degré 1, 'est-à-dire d'un opérateur de la forme
A′ = A′[0] +A
′
[1] +A
′
[2]
où
 A′[0] ∈ C∞(N,Hom(E∗, E∗+1)) ;
 A′[1] est une onnexion sur E qui préserve la graduation ;
 A′[2] ∈ Ω2(N,Hom(E∗, E∗−1)).
On peut étendre ette superonnexion par la règle de Leibniz à un opérateur
sur l'espae Ω(N,E) des formes diérentielles sur N à valeur dans E. La
métrique hN et le produit salaire hE permettent de onstruire un produit
salaire sur Ω(N,E), et don de dénir un opérateur adjoint à A′ noté (A′)∗,
et un laplaien sur Ω(N,E) par ∆E = A
′(A′)∗ + (A′)∗A′. On notera ∆pE la
restrition de ∆E à
⊕
a+b=pΩ
a(N,Eb).
Pour onstruire le bré sur lequel agit l'opérateur limite, J. Lott se
ramène d'abord en utilisant [CFG92℄ au as où (M,g) est un bré ane
riemannien :
Dénition 1.11. Un bré riemannien F →֒ (M,g) → (N,h) est une bré
ane riemannien si :
 le groupe de struture du bré est ontenu dans le groupe Aff(F ) des
diéomorphismes de F qui préservent ∇aff ;
 M est muni d'une distribution horizontale THM dont l'holonomie est
dans Aff(F ) ;
 haque bre est munie d'une métrique gFb qui est parallèle par rapport
à la onnexion ane ∇aff sur la bre ;
 N est muni d'une métrique hN ;
5
 la métrique g sur M s'érit g = hN ⊕gFb relativement à la distribution
THM .
En déomposant les formes diérentielles de M en leurs parties vertiale
et horizontale, on peut érire Ω∗(M) ≃ Ω∗(N,W ), où W est un bré sur
N dont la bre est isomorphe à Ω∗(F ). Dans le as d'un bré ane, le
groupe de struture du bré M préserve ∇aff , et par onséquent l'ation
de e groupe sur Ω∗(F ) préserve le sous-espae des formes invariantes. On
peut don dénir le sous-bré E de W de bre Λ∗(n∗), ainsi que l'espae
Ω∗(N,E) sur lequel va agir l'opérateur limite. On a de plus un plongement
Ω∗(N,E) →֒ Ω∗(M) qui permet d'identier haque élément de Ω∗(N,E) à
une forme diérentielle sur M parallèle pour la onnexion ∇aff .
Selon les résultats donnés dans [BL95℄ sur les superonnexions, et en
utilisant le fait que sur un tel bré, l'espae des formes parallèles le long
de la bre est stable par l'ation de la diérentielle extérieure, ette dif-
férentielle induit par l'intermédiaire du plongement Ω(N,E) →֒ Ω(M) une
superonnexion sur E telle que A′[0] soit la diérentielle sur Λ
∗(n∗), A′[1] soit
la onnexion sur le bré E induite par THM et A′[2] soit le produit intérieur
iT par la forme de ourbure T de la distribution T
HM . D'autre part, la
métrique gFb induit un produit salaire hE sur les bres du bré vetoriel E.
La struture de bré ane riemannien induit don à la fois une super-
onnexion et un produit salaire sur E, et permet par onséquent de dénir
un laplaien ∆E sur Ω(N,E). En notant σ(∆
p
E) le spetre du laplaien ∆
p
E,
J. Lott montre que dans ette situation, les petites valeurs propres du lapla-
ien ∆M sur M sont elle de ∆
p
E ([Lo02b℄, théorème 1) :
Théorème 1.12. Si M est un bré ane riemannien sur N et si on note
RM et RF les tenseurs de ourbures respetivement sur M et sur Fb pour la
métrique gFb , diam(F ) la borne supérieure des diamètres des bres et Π la
seonde forme fondamentale des bres, alors il existe des onstantes a, a′ et
c qui ne dépendent que de dim(M) telles que si ‖RF ‖∞ diam(F )2 ≤ a′ alors
pour tout p ≤ dim(M),
σ(∆pM ) ∩ [0, a · diam(F )−2 − c(‖RM‖∞ + ‖Π‖2∞ + ‖T‖2∞)[ =
σ(∆pE) ∩ [0, a · diam(F )−2 − c(‖RM‖∞ + ‖Π‖2∞ + ‖T‖2∞)[.
On est don ramené à la reherhe d'un opérateur limite sur Ω(N,E).
On ne peut onsidérer séparément la limite de la superonnexion A′ et de la
métrique hE . En eet, A
′
ne dépend pas de la métrique sur M et don elle
est onstante au ours de l'eondrement, et hE dégénère don sa limite ne
permet pas de dénir un opérateur adjoint omme (A′)∗. L'idée de Lott est
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de onsidérer l'ensemble (SE ×HE), où SE est l'espae des superonnexions
de degré 1 sur E et HE l'espae des produits salaires eulidiens sur E,
et de quotienter et ensemble par le groupe GE des GL(E)-transformations
de jauge sur E qui préservent la graduation. Il obtient alors le résultat de
ompaité suivant ([Lo02b℄, théorème 3) :
Théorème 1.13. Soit (N,hN ) une variété riemannienne xé, n > dim(N),
a > 0 et ε > 0. Il existe une partie ompate K(n, a, ε) ⊂ (SE × HE)/GE
telle que si (Mn, g) est une variété riemannienne de dimension n telle que
‖RM‖∞ ≤ a et dGH(M,N) ≤ ε, alors la lasse d'équivalene du ouple
(A′, hE) induit par g appartient à K.
Étant donnée une suite de métriques (gi)i∈N qui eondre M sur sa base,
on peut extraire de la suite [(A′i, hE,i)]i∈N d'éléments de (SE ×HE)/GE une
sous-suite qui onverge vers une superonnexion limite qui permet de on-
struire un laplaien limite ∆∞, dont le spetre est la limite du spetre du
laplaien sur M .
Remarque 1.14. La suite [(A′i, hE,i)] ne onverge pas néessairement. On
peut par exemple au paragraphe 1.1 prendre α = 0, β = 1 et hoisir pour
γ une fontion qui osille entre 1 et 2. La première valeur propre va osiller
entre 1 et t sans onverger. L'opérateur ∆E ne onverge don pas, ni la lasse
de (A′t, hE,t).
Remarque 1.15. Pour l'étude du spetre sur les fontions, on peut se
resteindre au bré E0, qui est un bré trivial en droite réelle sur N . Cepen-
dant, le produit salaire hE0 n'est pas trivial. Il orrespond à la mesure sur
l'espae limite dans le travail de Fukaya.
1.2.3. Petites valeurs propres
Pour déterminer la dimension du noyau de ∆∞, on peut aluler la o-
homologie H∗(A′) pour l'ation sur Ω(N,E) de la superonnexion limite A′.
J. Lott alule une majoration de ette dimension en utilisant la théorie des
suites spetrales, et en remarquant le fait suivant : le terme A′[0] de la su-
peronnexion vérie (A′[0])
2 = 0, et dénit don un omplexe diérentiel sur
les bre de E, dont la ohomologie H∗(A′[0]) est un bré vetoriel gradué sur
N . De plus, la onnexion A′[1] sur le bré E passe au quotient sur H
∗(A′[0])
en une onnexion plate, 'est-à-dire telle que (A′[1])
2 = 0, et dénit don
aussi un omplexe diérentiel dont la ohomologie est H∗(N,H∗(A′[0])). Les
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premiers termes de la suite de Leray (E∗,∗r , dr) sont
E∗,∗0 = Ω∗(N,E∗),
E∗,∗1 = Ω∗(N,H∗(A′[0])) et
E∗,∗2 = H∗(N,H∗(A′[0])),
ave d0 = A
′
[0] et d1 = A
′
[1]. Lott en déduit :
Proposition 1.16.
dimKer∆p∞ ≤
∑
a+b=p
dim
(
Ha(N,Hb(A′[0]))
)
.
Cette formule peut se simplier dans ertains as, en partiulier pour les
1-formes :
Corollaire 1.17.
dimKer∆1∞ ≤ b1(N) + dim(F ).
On peut noter que ette majoration est très générale, en e sens qu'on ne
fait pas d'hypothèse sur la struture du bré, ni sur la géométrie de l'eon-
drement. Cependant, le théorème énoné en 15 dans l'introdution montre
que la topologie impose des restritions sur le nombre de petites valeurs
propres possible. En partiulier, dans la situation du théorème 15, le as
d'égalité de la majoration donnée par le orollaire 1.17 n'est atteint que si
G est nilpotent (f. remarque 18).
Dans le as d'un bré en erle, on obtient aussi une expression simple :
Corollaire 1.18. Si M est un bré en erle sur N , alors
dim∆p∞ ≤ bp(N) + bp−1(N)
.
Cependant, on sait déjà ([CC00℄) qu'il y a néessairement égalité dans l'iné-
galité i-dessus.
D'autre part, Lott montre qu'une petite valeur propre ne peut être
obtenue que selon trois méanismes ([Lo02b℄, Th. 5) :
Théorème 1.19. Soit gi une suite de métriques qui eondre M sur N . Sup-
posons que limi→∞ λ1,p(M,gi) = 0. Alors au moins l'une des trois onditions
suivantes est vériée :
1. Il existe q ∈ [0, p] tel que bq(F ) < dimΛq(n∗)) ;
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2. Il existe q ∈ [0, p] tel que l'holonomie du bré de base N et de bre
Hq(F ) n'est pas semi-simple ;
3. La suite spetrale de Leray qui alule la ohomologie H∗(M,R) du bré
M ne dégénère pas au rang 2.
Les trois situations qui interviennent dans e théorème sont illustrées
par les trois desriptions topologiques de la nilvariété d'Heisenberg qu'on a
données en 1.1
Dans le premier as, le terme A′[0],i de la superonnexion dégénère quand
i tend vers l'inni  'est-à-dire que si on note (A′[0],∞, hE) la limite de
(A′[0],i, hE,i) dans (SE × HE)/GE , la dimension du noyau de A′[0],∞ est plus
grande que elle du noyau de A′[0],i  don le laplaien restreint à la bre ad-
met une petite valeur propre. Géométriquement, ela signie que la nilvariété
F n'est pas un tore. Un exemple simple est donné parM = N×F muni d'une
métrique produit, où F est la nilvariété d'Heisenberg de dimension 3, et de
onsidérer sur F la suite de métriques dénie en 1.1 ave (α, β, γ) = (1, 1, 3).
La deuxième ondition signie que le terme A′[1],i de la superonnexion
dégénère quand i tend vers l'inni. L'exemple le plus simple est donné par la
variété d'Heisenberg de dimension 3 vue omme bré en tore sur le erle :
omme la bre est plate, A′[0],i = 0, et omme la base est de dimension 1,
les 2-formes sur la base, et don A′[2],i, sont nulles. Cependant, si on prend
α = 0, β = 1 et γ = 2 en 1.1, on a bien une petite valeur propre.
La troisième ondition est illustrée par les situations de bré prinipal.
Si on onsidère la variété d'Heisenberg omme un bré prinipal en erle
sur le tore T 2, on a A′[0],i = 0 (la bre est plate) et l'holonomie de bré
E est néessairement semi-simple ar les bres des brés (Ei)i=0,1 sont de
dimension 1. On verra d'autres exemples de brés prinipaux dans le hapitre
3.
Le théorème 1.19 donne une ondition néessaire à l'existene de petites
valeurs propres, e qui répond à la question 8, mais pas à la question 1.6.
Dans le as partiulier d'une variété M , s'eondrant sur un erle, Lott
donne le orollaire suivant ([Lo02b℄, Cor. 4) :
Corollaire 1.20. Soit gi une suite de métriques qui eondre M sur S
1
. Sup-
posons que limi→∞ λ1,p(M,gi) = 0. Alors au moins l'une des deux onditions
suivantes est vériée :
1. Il existe q ∈ [0, p] tel que bq(F ) < dimΛq(n∗)) ;
2. Il existe q ∈ [0, p] tel que si on note Φ∗ ∈ Aut(H∗(Z)) l'ation de
l'holonomie sur le bré H∗(Z), alors la réduite de Jordan de Φq ou
Φq−1 ontient un blo unipotent non trivial.
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Le hapitre suivant sera onsaré à une étude des situations de brés en tore
sur le erle, qui illustrent le point 2 du théorème 1.19.
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Chapitre 2
Eondrements homogènes de
brés en tores sur le erle
2.1. Struture homogène
Nous ommençons par démontrer le début du théorème 15 en onstruisant
le groupe G et le réseau Γ qui nous intéressent. Considérons un bré M en
tore T n sur le erle qui est la suspension d'un diéomorphisme linéaire ϕ
représenté par la matrie A ∈ SLn(Z). Un tel bré sera homéomorphe à
M := T n × [0, 1]/(x,0)∼(ϕ(x),1) , (2.1)
Pour onstruire G, on va munir Rn+1 d'une struture de groupe telle que
Z
n+1\Rn+1 = M . Si on note (x1, · · · , xn, y) les éléments de Rn+1, une telle
struture devra vérier
(k1, · · · , kn, 0) · (x1, · · · , xn, y) = (x1 + k1, · · · , xn + kn, y) (2.2)
de sorte que les sous-espaes de R
n+1
d'équation y = cte passent au quotient
omme des tores T n, et
(0, · · · , 0, l) · (x1, · · · , xn, y) = (Al
(
x1
.
.
.
xn
)
, y + l) (2.3)
de sorte que la struture de bré soit bien elle dénie par (2.1). Cette stru-
ture est eetivement réalisée en dénissant G omme l'image du plongement
(x1, · · · , xn, y) 7−→

 Ay 0...0
x1
.
.
.
xn
0 10
y
1

 . (2.4)
11
Comme on se restreint aux matries A qui admettent un logarithme B, l'-
expression Ay est bien dénie en posant Ay = exp(yB). On peut failement
vérier que ette appliation est injetive, que son image G est bien un sous-
groupe de GLn+2(R) et que sa struture est bien elle dénie par (2.2) et
(2.3). Enn, l'image de Z
n+1
par ette appliation est bien un sous-groupe
disret de G, qu'on notera Γ. La variété M est don homéomorphe au quo-
tient Γ\G.
Remarque : on peut vérier que si A = ( 1 10 1 ), le groupe G obtenu est
isomorphe au groupe d'Heisengerg de dimension 3 tel qu'il est présenté dans
l'exemple du paragraphe 1.1.
2.2. Laplaien
Soit Xi et Y les hamps invariants à gauhe engendrés en In+2 respe-
tivement par
∂
∂xi
=

 0
0
.
.
.
.
0
.
.
.
0
. 1
.
.
.
.
0
0
.
.
.
0
0 0

 et
∂
∂y
=

 B 0...0 0...0
0 0 10 0

 . (2.5)
Ces hamps vérient [Xi,Xj ] = 0 et [Y,Xi] =
∑n
j=1 bjiXj . On peut re-
marquer que l'appliation X 7→ [Y,X] est un endomorphisme de l'espae
Γ(TVM)
G
des hamps de veteurs invariants vertiaux, 'est-à-dire l'espae
engendré par les Xi, et dont la matrie est B. On notera f et endomor-
phisme.
On xe une métrique homogène g surM en se donnant une base (Vi)i∈[1,n]
de l'espae Γ(TVM)
G
, ette métrique étant telle que (V1, · · · , Vn, Y ) soit
orthonormée en tout point. On notera (V ♭1 , · · · , V ♭n , Y ♭) sa base duale, et
C la matrie de f dans la base (V1, · · · , Vn). On va déterminer le spetre
du laplaien ∆1inv restreint à l'ensemble Ω
1(M)G des 1-formes invariantes à
gauhe en fontion des oeients de C. Plus préisément, on a le
Lemme 2.6. La matrie du laplaien ∆1inv dans la base (V
♭
1 , · · · , V ♭n , Y ♭) est
∆1inv :

 CtC 0...
0
0 · · · 0 0

 .
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Démonstration : Les rohets de Lie entre les veteurs de la nouvelle base
sont
[Vi, Vj ] = 0 et [Y, Vi] =
n∑
j=1
cjiVj . (2.7)
Soit α une 1-forme diérentielle invariante. Sa diérentielle extérieure est
déterminée par la relation dα(U1, U2) = U1 ·α(U2)−U2 ·α(U1)−α([U1, U2]),
où U1 et U2 sont des hamps de veteur. Si es hamps sont invariants à
gauhe, ette relation devient : dα(U1, U2) = −α([U1, U2]). On en déduit :
dY ♭ = 0 et dV ♭i = −
n∑
j=1
cijY
♭ ∧ V ♭j . (2.8)
La matrie de la diérentielle extérieure d : Ω1(M)G → Ω2(M)G sera, dans
les bases (V ♭1 , · · · , V ♭n , Y ♭) et (Y ♭ ∧ V ♭i , V ♭i ∧ V ♭j ),
d :

−
tC
0
.
.
.
0
0
0
.
.
.
0

 . (2.9)
Les deux bases sont orthonormées, don la matrie dans es bases de la
divergene δ : Ω2(M)G → Ω1(M)G sera don la transposée de la matrie
i-dessus.
Comme la diérentielle restreinte à Ω0(M)G est nulle, le laplaien ∆ =
δd + dδ se réduit sur Ω1(M)G à l'opérateur δd. On en déduit la matrie du
laplaien ∆inv restreint à Ω1(M)G est, dans la base (V ♭1 , · · · , V ♭n , Y ♭),
( −C 0
0 · · · 0 0 · · · 0
)−
tC
0
.
.
.
0
0
0
.
.
.
0

 =

 CtC 0...
0
0 · · · 0 0

 . (2.10)
Remarque : On a fait ii le alul pour un Y xé, 'est-à-dire pour un
ertain hoix de onnexion du bré. Mais si on hoisit Y ′ tel que Y ′ − Y ∈
Γ(TVM)
G
et une métrique telle que (V1, · · · , Vn, Y ′) soit orthonormée, le
résultat sera le même ar on aura toujours [Y ′, Vi] = [Y, Vi] =
∑n
j=1 bjiVj .
On peut noter que la métrique intervient par la réériture de la matrie B
dans une base orthonormée. Ce travail de renormalisation orrespond dans
le travail de J. Lott au passage au quotient de (SE × HE) par le groupe
de transformation de jauge GE . Si deux métriques donnent la même ma-
trie C, ela signie que les deux éléments orrespondants dans (SE ×HE)
appartiennent à la même lasse dans (SE ×HE)/GE .
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2.3. Courbure
Nous allons démontrer dans ette partie un lemme qui nous servira à
faire le lien entre le ontrle de la ourbure et l'existene de petites valeurs
propres.
Lemme 2.11. Soit a la borne supérieure de la valeur absolue de la ourbure
setionnelle de (M,g). Il existe des onstantes τ(n) > 0 et κ(B) telle que
τ−1a < Tr(CtC) < τa+ κ.
Démonstration : Rappelons tout d'abord l'expression suivante (dont le
leteur pourra trouver la démonstration dans [CE75℄) de la ourbure se-
tionnelle K(U, V ), où U et V sont deux hamps invariants à gauhe d'un
groupe de Lie quelonque :
K(U, V ) =
1
4
‖ ad∗U V + ad∗V U‖2 − 〈ad∗U U, ad∗V V 〉 (2.12)
−3
4
‖[U, V ]‖2 − 1
2
〈[[U, V ], V ], U〉 − 1
2
〈[[V,U ], U ], V 〉.
Nous allons appliquer ette relation aux hamps de la base (Vi, Y ). Pour ela,
remarquons d'abord que les matries de adY et adVi sont, dans ette base
adY :
(
C
0
.
.
.
0
0···0 0
)
et adVi :
(
0
−c1i
.
.
.
−cni
0···0 0
)
(2.13)
On en déduit ad∗Vi Y = 0, ad
∗
Y Y = 0, ad
∗
Y Vi =
∑
j cijVj et ad
∗
Vi Vj = −cjiY ,
et don que
K(Y, Vi) =
1
4
‖ ad∗Y Vi‖2 −
3
4
‖[Y, Vi]‖2 − 1
2
〈[[Vi, Y ], Y ], Vi〉
=
1
4
∑
j
(
c2ij − 3c2ji − 2cijcji
)
= −
∑
j
c2ji +
1
4
∑
j
(cij − cji)2 (2.14)
et
K(Vi, Vj) =
1
4
‖ ad∗Vi Vj + ad∗Vj Vi‖2 − 〈ad∗Vi Vi, ad∗VJ Vj〉
=
1
4
(cij + cji)
2 − ciicjj . (2.15)
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D'autre part, omme C est la matrie de f , le terme de degré n − 2 du
polynme aratéristique est indépendant de la métrique hoisie. Le alul
montre que son oeient est κ =
∑
ij(ciicjj − cijcji). On peut en déduire
que
n∑
i,j=1
K(Vi, Vj) + κ =
n∑
i,j=1
(
1
4
(cij + cji)
2 − cijcji
)
=
1
4
n∑
i,j=1
(cij − cji)2,
(2.16)
et don que
n∑
i,j=1
c2ji =
n∑
i,j=1
K(Vi, Vj)−
n∑
i=1
K(Y, Vi) + κ ≤ (n2 + n)a+ κ, (2.17)
e qui montre l'une des deux inégalités du lemme. La seonde déoule du fait
que la ourbure setionnelle s'érit omme un polynme homogène de degré
deux relativement aux cij .
2.4. Petites valeurs propres
Nous allons maintenant démontrer les résultats onernant le spetre de
∆inv.
Démonstration de 15.1 : Si U est un veteur olonne tel que CtCU =
0, alors tUCtCU = 0, et don ‖tCU‖ = 0. Par onséquent, dimKerCtC =
dimKer tC = dimKerC = d′. Comme dimKer∆1inv = 1 + dimKerC
tC, on
a bien dimKer∆1inv = d
′ + 1.
Démonstration de 15.2 : C'est une onséquene direte du lemme
2.11 : omme la trae de ∆1inv est elle de C
tC, ette trae est majorée
en fontion de a et B. Comme les valeurs propres de ∆1inv sont positives,
haune est majorée.
Démonstration de 15.3 :
Supposons que d 6= n. Soit E0 le sous-espae aratéristique de f assoié
à la valeur propre 0. On notera E⊥0 son orthogonal pour la dualité dans l'es-
pae des 1-formes invariantes vertiales. Comme d 6= n, l'espae E⊥0 est de
dimension non nulle. On va montrer que le quotient de Rayleigh est unifor-
mément minoré sur E⊥0 , pour ensuite appliquer le prinipe du minimax.
Remarques : omme les formes et les métriques onsidérées sont invari-
antes, la norme pontuelle d'une forme ne dépendra pas du point où on la
alule, e qui permet d'érire que R(α) = ‖dα‖
2
‖α‖2 =
|dα|2
|α|2 . D'autre part, il
15
faut noter que la notion d'orthogonalité pour la dualité est indépendante
de la métrique. En partiulier, omme E0 est déni indépendamment de la
métrique, E⊥0 le sera aussi.
Soit V ♭ ∈ E⊥0 et (Vi) une base orthonormée de Γ(TVM)
G
telle que
(V1, · · · , Vd) soit une base orthonormée de E0 (si d = 0 et don E0 = 0,
on hoisit alors (Vi) orthonormée quelonque, la suite de la démonstration
restant valide). L'espae E0 est stable par f , don E
⊥
0 est stable par
tf , et
la matrie de (tf)|E⊥0 dans la base (V
♭
d+1, · · · , V ♭n) est tD, où D est une sous-
matrie de C. Comme la relation (2.8) peut s'érire dV ♭ = −Y ♭ ∧ (tf)(V ♭),
on a
|dV ♭|2 = |(tf)(V ♭)|2 ≥ λ|V ♭|2, (2.18)
où λ est la plus petite valeur propre de DtD. D'une part, le déterminant de
ette matrie vérie
DetDtD = (Det tD)2 = (Det(tf)|E⊥0 )
2, (2.19)
et don DetDtD est indépendant du hoix de la base (Vi). D'autre part,
Det t(f|E⊥0 ) est non nul. En eet, si
tf|E⊥0 (α) = 0, alors α ◦ f = 0, don α
est orthogonal à l'image de f , qui ontient les sous-espaes aratéristiques
de f autres que E0, et par onséquent α est nul. On en déduit que λ est
uniformément minorée : s'il existe une suite de métriques telle que λ → 0,
alors la plus grande valeur propre de DtD tend vers l'inni (ar DetDtD
est onstant), e qui est impossible puisque la ourbure est bornée et que
TrCtC ≥ TrDtD (ar D est une sous-matrie de C), et don que la somme
des valeurs propres de DtD est bornée.
On a montré que le quotient de Rayleigh de α ∈ E⊥0 est minoré par
une onstante c(f, a) indépendante de la métrique et du hoix de α. Comme
dimE⊥0 = n− d, le prinipe du minimax nous dit don que les n+1− d plus
grandes valeurs propres de ∆1inv sont minorées par c. Comme dimKer∆
1
inv =
d′ + 1 et que dimΩ1(M)G = n+ 1, on en déduit que λinvd−d′+1,1 > c.
Si d = n, alors il existe P ∈ GLn(R) tel que P−1BP soit triangulaire
supérieure ave des 0 sur la diagonale, et omme P−1AP = P−1 exp(B)P =
exp(P−1BP ), la matrie P−1AP sera triangulaire supérieure ave des 1 sur
la diagonale. On en déduit, en posant P ′ =
(
P 0
0 I
) ∈ GLn+2(R), que le groupe
P ′−1GP ′, où G est le groupe onstruit au paragraphe 2.1, est onstitué de
matries triangulaires supérieures ave des 1 sur la diagonale. C'est don un
groupe nilpotent.
L'existene d'un eondrement tel que toutes les valeurs propres de ∆1inv
tendent vers zéro déoulera du 15.4
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Démonstration de 15.4 : On vient de démontrer que si d (et don d′)
est nul, il n'y a pas de petites valeurs propres.
Supposons que d > 0. Pour simplier, nous allons montrer le résultat
dans le as où la partie nilpotente de la réduite de Jordan de B ne omporte
qu'un seul blo de Jordan, la onstrution de gkε étant semblable dans le as
général.
On onstruit une base (V1, · · · , Vn) de Γ(TVM)G en hoisissant une
base de Jordan (V1, · · · , Vd) de E0 (en partiulier, (V1, · · · , Vd′) sera une
base de Ker f ) que l'on on la omplète de manière quelonque en une base
(V1, · · · , Vd′) de Γ(TVM)G . On notera C la matrie de f dans ette base. La
matrie C n'est pas de Jordan, mais sa restrition à E0, 'est-à-dire le blo
arré supérieur droit de taille d, l'est. Elle est de la forme
C =


0 · · · · · · 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
0 · · · · · · 0
.
.
.
.
.
.
0
1
.
.
.
.
.
.
0
.
.
. 0 0
.
.
.
.
.
. 1 0
.
.
. 0 1
0 · · · 0 0
C1
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
C2


(2.20)
︸ ︷︷ ︸
d′ colonnes
︸ ︷︷ ︸
d− d′ colonnes
où C2 est un blo arré de taille n− d et de déterminant non nul.
Soit k ≤ d− d′. On pose V εi = νi(ε)Vi, ave νi(ε) = ε−1 pour i ≥ d′ + k,
et νi(ε) = ε
−(1+d′+k−i)Vi pour i < d′+k. La matrie Cε de f dans ette base
vériera
cεij =
νj(ε)
νi(ε)
cij , (2.21)
don cεij = cij pour i ≥ d′ + k (en tenant ompte du fait que cij = 0 pour
i ≥ d et j ≤ d), et cεij → 0 quand ε→ 0, pour i < d′+ k. La matrie Cε tend
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don vers une matrie C0 de la forme
C0 =


0 · · · · · · 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
.
.
.
.
.
.
0
0
0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
1
.
.
.
.
.
.
0
.
.
. 0 0
.
.
.
.
.
. 1 0
.
.
. 0 1
0 · · · · · · 0
C ′1
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0
C ′2


(2.22)
︸ ︷︷ ︸
d′ + k colonnes
︸ ︷︷ ︸
d− d′ − k colonnes
Comme les λinvi,1 sont es fontions ontinues de C, il sut de aluler la
dimension du noyau de C0
tC0, qui est égale à elle de KerC0. D'une part,
les d′ + k premières olonnes de C0 sont nulles, don dimKerC0 ≥ d′ + k,
et d'autre part, omme detC2 6= 0, la famille formée par les lignes d′ + k
à d − 1 et les n − d dernières lignes de C0 est libre, don dimKerC0 ≤
n − (n − d) − ((d − 1) − (d′ + k − 1)) = d′ + k. De même, dimKerC = d′,
don on a bien exatement k petites valeurs propres.
Si la partie nilpotente de la réduite de Jordan de B ontient plusieurs
blos de Jordan, on obtient le résultat en proédant de la même manière
pour annuler le nombre souhaité de lignes dans C.
Remarques : la famille de matrie Cε est uniformement bornée par rap-
port à ε, et le lemme 2.11 donne la majoration |K(M,gkε )| ≤ τ Tr(CεtCε),
pour tout ε. La ourbure setionnelle du bré est don bien uniformément
bornée au ours de l'eondrement. D'autre part, on voit que si on eondre
le bré par homothétie de la bre, par exemple en posant νi(ε) = ε
−1
pour
tout i, la matrie Cε est indépendante de ε, et don il n'y a pas de petite
valeur propre.
Démonstration du orollaire 19 : Si d = d′ et d 6= n, alors λinv1,1 est
uniformément minoré d'après 15.3. Si d = d′ et d = n, alors B = 0 et toutes
les valeurs propres de ∆1inv sont nulles.
Si d 6= d′, alors 15.4 garantit l'existene d'une petite valeur propre.
Démonstration du théorème 21 : Comme B est semi-simple, son
orbite par onjugaison est fermée ([CM93℄, p. 28). Comme la ourbure est
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bornée, la norme de C reste bornée quand la base (V ♭1 , · · · , V ♭n , Y ♭)  et
don la métrique  varie. La matrie C est par onstrution dans l'orbite
par onjugaison de B, don elle prend nalement ses valeurs au ours de
l'eondrement dans une partie ompate K de ette orbite.
La base orthonormée (V ♭1 , · · · , V ♭n , Y ♭) de Ω1(M)G engendre, par produit
extérieur, une base orthonormée de Ω∗(M)G. Les oeients de la matrie
de la diérentielle extérieure d dans ette base, et don eux de la matrie de
∆ = dδ+δd, sont des fontions ontinues de C ⊂ K. Par onséquent, quand
la métrique varie, la matrie de ∆ prend ses valeurs dans un ompat image
de K. S'il existe une famille de métriques telle que λinv1,p tende vers zéro pour
un p ∈ [1, n], alors la matrie de ∆ tend vers une matrie de rang stritement
inférieur, e qui est impossible puisque, par ompaité, la matrie limite sera
dans l'image de K, don de même rang que ∆.
Par onséquent, l'opérateur ∆ restreint à Ω∗(M)G n'admet pas de petite
valeur propre.
2.5. Variétés de petites dimensions
En petite dimension, on peut être plus préis que les théorèmes 15 et
21, et mettre en évidene un lien simple entre l'existene de petites valeurs
propres et la struture du groupe G :
Corollaire 2.23. Supposons que n = 2 ou 3. S'il existe p ∈ [1, n] et une
suite de métriques homogènes sur M telle que la ourbure setionnelle asso-
iée soit uniformément bornée et que λinv1,p tende vers 0, alors G est nilpotent.
Remarque 2.24. C'est par exemple la situation exposée en 1.1, où on a
p = 1 et n = 2.
Démonstration du orollaire 2.23 : Montrons d'abord que s'il existe
p tel que λinvp,1 → 0, alors d 6= d′.
Si p = 1, ela déoule du orollaire 19. Si p = n, on est ramené à la
situation p = 1 par dualité de Hodge.
Reste les as p = 2 et n = 3. On a déjà alulé les matries de δ :
Ω2(M)G → Ω1(M)G et d : Ω1(M)G → Ω2(M)G. On en déduit que la matrie
de δd, en restrition à Ω2(M)G est de la forme, dans les bases introduites au
paragraphe 2.2,
dδ :
(
tCC 0
0 0
)
. (2.25)
Comme la variété est de dimension 4, l'opérateur de Hodge ∗ est une
isométrie de Ω2(M)G. En restrition à Ω2(M)G, on aura δd = ∗dδ∗, et don
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δd et dδ ont même spetre. D'autre part, d'après la théorie de Hodge, le
spetre du laplaien est la réunion des spetres de δd et dδ, on déduit de e
qui préède qu'une petite valeur propre non nulle de ∆2inv sera une petite
valeur propre non nulle de dδ|Ω2(M)G, et don une petite valeur propre de
tCC. Le raisonnement appliqué à CtC dans la démonstration de 15.4 reste
valable pour
tCC. On peut don onlure que si λinv2,1 tend vers zéro, alors
d 6= d′.
Supposons que d 6= d′. Alors le noyau de B est non trivial, par onséquent
d > d′ > 0 et la multipliité de la valeur propre 0 de B est au moins égale
à deux. Si n = 3 la troisième valeur propre est égale à la trae de B qui est
nulle puisqu'elle est réelle et que exp(TrB) = det(expB) = detA = 1. Don
d = n, et G est nilpotent, d'après 15.3.
2.6. Homologie du bré
Nous allons ii montrer que l'on peut aluler le premier nombre de Betti
du bré M indépendamment de la ohomologie, en utilisant le fait que le
réseau Γ est isomorphe au groupe fondamental de M .
Théorème 2.26. Soit M = Γ\G un bré en tore T n sur le erle onstruit
selon 15, dénit par une matrie A ∈ SLn(Z). Alors le premier nombre de
Betti de M est b1(M) = 1 + dimKer(A− I).
On en déduit :
Corollaire 2.27. Si 1 n'est pas valeur propre de A, alors les 1-formes har-
moniques de M sont G-invariantes.
On verra au paragraphe 2.7.2 un exemple qui montre  entre autres
hoses  qu'on peut eetivement, dans ertains as, avoir des formes har-
moniques qui ne sont pas invariantes.
Démonstration du théorème 2.26 : Comme G est simplement
onnexe, le réseau Γ est isomorphe au groupe fondamental du quotient
M = Γ\G. Pour déterminer le premier nombre de Betti de M , on va aluler
l'abélianisé de son groupe fondamental.
Rappelons que le groupe Γ est de la forme :
(x1, · · · , xn, y) 7−→

 Ay 0...0
x1
.
.
.
xn
0 1
0
y
1

 , (2.28)
ave (x1, . . . , xn, y) ∈ Zn+1. Dans la suite de la démonstration, nous noterons
les éléments de Γ indiéremment sous la forme de veteurs lignes ou de
veteurs olonnes.
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Soit g = (x1, . . . , xn, y) et g
′ = (x′1, . . . , x
′
n, y
′) deux éléments de Γ. Leur
inverse respetives sont :
g−1 =

 A−y
(
x1
.
.
.
xn
)
−y


et g′−1 =

 A−y′
(
x′1
.
.
.
x′n
)
−y′

 . (2.29)
Le alul de leur ommutateur [g, g′] = gg′g−1g′−1 donne :
[g, g′] =


(
x1
.
.
.
xn
)
+Ay
(
x′1
.
.
.
x′n
)
−Ay′
(
x1
.
.
.
xn
)
−
(
x′1
.
.
.
x′n
)
0

 , (2.30)
soit [g, g′] = ((Ay − I)
(
x′1
.
.
.
x′n
)
− (Ay′ − I)
(
x1
.
.
.
xn
)
, 0).
On voit que [Γ,Γ] ⊂ ((A − I)Zn, 0). Réiproquement, si on xe g =
(0, . . . 0, 1) et qu'on fait varier (x′1, . . . , x
′
n), on obtient que [Γ,Γ] ⊃ ((A −
I)Zn, 0), et don [Γ,Γ] est exatement ((A− I)Zn, 0).
L'image de Z
n
par (A − I) est un sous-réseau d'indie ni du réseau
des entiers de Im(A − I), don le quotient de (Zn, 0) par ((A − I)Zn, 0) est
de la forme Zk × H, où k = codim Im(A − I) et H est un groupe ni 
éventuellement trivial , et nalement l'abélianisé Γ′ = Γ/[Γ,Γ] du groupe
Γ est don de la forme Zk+1×H. Le premier nombre de Betti de M est don
b1(M) = 1 + dimKer(A− I). (2.31)
Démonstration du orollaire 2.27 : Si 1 n'est pas valeur propre de
A, alors 0 n'est pas valeur propre de B, et par onséquent, en vertu du point
15.1, b1(M) = dimKer∆
1
inv = 1. Toutes les 1-formes harmoniques sont don
dans le noyau de ∆1inv, et en partiulier sont G-invariantes.
2.7. Exemples
2.7.1. Petites valeurs propres pour les 2-formes diérentielles
Nous allons donner ii un exemple de bré en tore sur le erle pour lequel
d = d′ = 0 et ∆2inv admet une petite valeur propre. Cet exemple montre que
le orollaire 19 ne se généralise pas à n et p quelonque.
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On dénit le bré onsidéré par la matrie
A =
(
A′ A′′
0 A′
)
, (2.32)
ave
A′ =
(
2 1
1 1
)
et A′′ =
(
0 1
0 0
)
. (2.33)
Fait 2.34. La matrie A est semblable à une matrie de la forme

eλ 1 0 0
0 eλ 0 0
0 0 e−λ 1
0 0 0 e−λ

 , (2.35)
où λ est un réel non nul.
Démonstration : La matrie A′ admet deux valeurs propres réelles
positives, qui sont inverses l'une de l'autre ar DetA′ = 1. On notera λ
le réel positif tel que es deux valeurs propres soient eλ et e−λ. Elles sont
aussi valeurs propres de A ave la multipliité deux. On peut vérier que le
polynme aratéristique de A est son polynme minimal. Les sous-espaes
propres de A sont don tous les deux de dimension 1, et par onséquent, les
deux blos de sa réduite de Jordan sont
(
eλ 1
0 eλ
)
et
(
e−λ 1
0 e−λ
)
.
Fait 2.36. Il existe une suite de métrique gε sur M = Γ\G(B) et une suite
de matries Cε assoiées telles que
Cε =


λ ǫ 0 0
0 λ 0 0
0 0 −λ ǫ
0 0 0 −λ

 . (2.37)
Démonstration : Comme on a
exp
(
λ e−λ
0 λ
)
=
(
eλ 1
0 eλ
)
et exp
( −λ eλ
0 −λ
)
=
(
e−λ 1
0 e−λ
)
,
La matrie A admet un logarithme semblable à
C =


λ e−λ 0 0
0 λ 0 0
0 0 −λ eλ
0 0 0 −λ

 . (2.38)
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Soit (V1, V2, V3, V4) la base dans laquelle la matrie de l'endomorphisme f
est égal à C. Si on pose V εi = ε
αVi pour i = 1, 3, V
ε
2 = ε
α+1eλV2 et V
ε
4 =
εα+1e−λV4 où α est un réel stritement positif, la matrie de f dans ette
base sera
Cε =


λ ǫ 0 0
0 λ 0 0
0 0 −λ ǫ
0 0 0 −λ

 . (2.39)
Il sut don de dénir gε en posant que la base (V
ε
1 , V
ε
2 , V
ε
3 , V
ε
4 , Y ) est
orthonormée. Le fait que la ourbure reste bornée quand ε → 0 déoule du
lemme 2.11
Fait 2.40. La valeur propre λinv2,1 (M,gε) tend vers zéro quand ε→ 0.
Démonstration :
On va aluler la matrie de d : Ω2(M)G → Ω3(M)G dans des bases de
la forme (V ♭i ∧ V ♭j , V ♭i ∧ Y ♭) et (V ♭i ∧ V ♭j ∧ Y ♭, V ♭i ∧ V ♭j ∧ V ♭k ).
En utilisant (2.8), on obtient que dV ♭i ∧ Y ♭ = 0 pour tout i, et que
d(V ♭1 ∧ V ♭2 ) = (λV ♭1 + εV ♭2 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭2 − V ♭1 ∧ λV ♭2 ∧ Y ♭
= −2λV ♭1 ∧ V ♭2 ∧ Y ♭, (2.41)
d(V ♭1 ∧ V ♭3 ) = (λV ♭1 + εV ♭2 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭3 − V ♭1 ∧ (−λV ♭3 + εV ♭4 ) ∧ Y ♭
= −εV ♭2 ∧ V ♭3 ∧ Y ♭ − εV ♭1 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭, (2.42)
d(V ♭1 ∧ V ♭4 ) = (λV ♭1 + εV ♭2 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭4 − V ♭1 ∧ (−λV ♭4 ) ∧ Y ♭
= −εV ♭2 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭, (2.43)
d(V ♭2 ∧ V ♭3 ) = λV ♭2 ∧ Y ♭ ∧ V ♭3 − V ♭2 ∧ (−λV ♭3 + εV ♭4 ) ∧ Y ♭
= −εV ♭2 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭, (2.44)
d(V ♭2 ∧ V ♭4 ) = λV ♭2 ∧ Y ♭ ∧ V ♭4 − V ♭2 ∧ (−λV ♭4 ) ∧ Y ♭ = 0, (2.45)
d(V ♭3 ∧ V ♭4 ) = (−λV ♭3 + εV ♭4 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭4 − V ♭3 ∧ (−λV ♭4 ) ∧ Y ♭
= 2λV ♭3 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭. (2.46)
La matrie de d dans les bases
(V ♭1 ∧ V ♭2 , V ♭1 ∧ V ♭3 , V ♭1 ∧ V ♭4 , V ♭2 ∧ V ♭3 , V ♭2 ∧ V ♭4 , V ♭3 ∧ V ♭4 , V ♭i ∧ Y ♭)
et
(V ♭1 ∧ V ♭2 ∧ Y ♭, V ♭1 ∧ V ♭3 ∧ Y ♭, V ♭1 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭, V ♭2 ∧ V ♭3 ∧ Y ♭,
V ♭2 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭, V ♭3 ∧ V ♭4 ∧ Y ♭, V ♭i ∧ V ♭j ∧ V ♭k )
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est de la forme 

−2λ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −ε 0 0 0 0
0 −ε 0 0 0 0
0 0 −ε −ε 0 0
0 0 0 0 0 2λ
0
0 0


. (2.47)
On voit que quand ε tend vers zéro, ette matrie tend vers une matrie de
rang stritement inférieur. On peut en déduire omme au paragraphe 2.4 que
l'opérateur δd admet une petite valeur propre, qui sera aussi petite valeur
propre de ∆.
2.7.2. Struture homogène non abélienne sur le tore
Nous allons ii étudier plus en détail un exemple partiulier de bré en
tore T 2 sur le erle, pour mettre en évidene plusieurs de ses propriétés.
Ce bré est onstruit par le théorème 15, ave la donnée de
A =
(
1 0
0 1
)
et B =
(
0 2π
−2π 0
)
. (2.48)
La matrie exp(xB) est de la forme(
cos 2πx sin 2πx
− sin 2πx cos 2πx
)
. (2.49)
C'est don la matrie d'une rotation d'angle 2πx ; nous la noterons R(2πx).
Le groupe G s'érit :(
R(2πx) 0 y
0 z
0 1 x0 1
)
, x, y, z ∈ R. (2.50)
Un première remarque est de onstater que la variété M = Γ\G est un
tore :
Fait 2.51. Γ est isomorphe à Z3 et Γ\G est diéomorphe à T 3.
En eet, le réseau Γ s'érit :(
1 0
0 1
0 y
0 z
0 1 x0 1
)
, x, y, z ∈ Z. (2.52)
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On peut vérier que Γ est bien abélien. Par ailleurs, omme la topologie du
bré est entièrement déterminée par la matrie A, le bré est bien trivial.
On peut remarquer le fait que Γ soit abélien est ohérent ave le fait que e
soit le groupe fondamental d'un tore.
On a don onstruit un groupe de Lie résoluble simplement onnexe dont
un sous-groupe oompat est ommutatif. En omparaison, on a pour les
groupes nilpotents le résultat suivant ([Ra72℄) :
Théorème 2.53. Soit N1 et N2 deux groupes de Lie nilpotents simplement
onnexes, et Γ1, Γ2 deux sous-groupes oompats de N1 et N2 respetive-
ment. Alors tout isomorphisme entre Γ1 et Γ2 s'étend en un isomorphisme
entre N1 et N2.
En partiulier, si un groupe nilpotent simplement onnexe ontient un sous-
groupe oompat isomorphe à Z
n
, alors il est abélien. Le groupe G illustre
don le fait que e théorème ne se généralise pas aux groupes résolubles.
D'autre part, omme M = Γ\G et un tore, son premier nombre de Betti
est égal à sa dimension, don b1(M) = 3. Or, selon le théorème 15, si on
munit G d'une métrique invariante le noyau de ∆pinv est de dimension 1. On
en onlut :
Fait 2.54. Soit g une métrique G-invariante à gauhe sur M . Alors il existe
sur M des 1-formes harmoniques qui ne sont pas G-invariantes.
On voit don que la proposition 14 et le orollaire 2.27 ne se généralisent pas
à toutes les solvariétés. Réiproquement, le groupe G illustre la situation où
la multipliité de la valeur propre 1 dans A est stritement supérieure à la
multipliité de 0 dans B.
Enn, on peut remarquer que d'après les formules (2.14) et (2.15), pour
la métrique invariante sur M telle que la base (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z) soit or-
thonormée à l'origine, la ourbure sur M est nulle (on peut vérier que 'est
en général faux pour une métrique invariante quelonque). On va reformuler
e résultat et en donner une démonstration très simple qui ne fait pas appel
aux formules du paragraphe 2.3 :
Fait 2.55. Il existe sur R
3
une métrique invariante pour la struture anon-
ique de groupe abélien, et invariante pour l'ation à gauhe du groupe G.
Démonstration : On onsidère sur R
3
la métrique eulidienne anonique,
et on note x, y et z les ordonnées anoniques. Si a, b et c sont des réels
xés, la paramétrisation de G donnée par (2.50) dénit l'ation à gauhe de
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(a, b, c) omme étant
 ab
c

 ·

 xy
z

 =

 a+ x( b
c
)
+R(2πa)
(
y
z
)  . (2.56)
On voit que l'ation de (a, b, c) est la omposée d'une rotation et d'une
translation. C'est don une isométrie pour la norme eulidienne anonique.
Par onséquent, ette norme est invariante à gauhe pour l'ation de G.
Remarquons pour nir qu'on peut failement généraliser et exemple en
dimension supérieure en onstruisant une matrie A ontenant un blo de la
forme ( 1 00 1 ), par exemple :
A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 et B =


0 2π 0 0
−2π 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . (2.57)
Le bré obtenu dans e as sera une solvariété ayant une topologie de nil-
variété, mais dont les formes harmoniques ne sont pas toutes invariantes.
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Chapitre 3
Eondrements homogènes de
brés prinipaux en tores sur le
tore
3.1. Topologie et spetre du bré
Nous allons ii démontrer le théorème 22.
Démonstration de 22.1 : Soit M un bré prinipal de base T 2 et de
bre F . La base du bré peut s'érire
[0, 1] × [0, 1]/∼,
où ∼ est la relation d'équivalene engendrée par (x, 0) ∼ (x, 1) et (0, y) ∼
(1, y). Le bré M peut alors se dénir par la donnée, pour tout point p du
bord ∂K de K = [0, 1] × [0, 1] d'un diéomorphisme ϕp de la bre, et en
posant
M = K × F/(p,x)∼(q,ϕ−1q ◦ϕp(x)),∀x∈F,∀p,q∈∂K,p∼q. (3.1)
L'hypothèse de prinipalité se traduit ii par le fait que pour tout p, q ∈ ∂K
tels que p ∼ q et pour tout g, x ∈ F , on a
(p, g · x) ∼ (q, g · ϕ−1q ◦ ϕp(x)), (3.2)
e qui impose aux ϕ−1q ◦ ϕp d'être des translations à droite sur la bre. On
peut don, sans perte de généralité se restreindre, pour le hoix des ϕp, au
groupe des translations de la bre, qui est isomorphe à F . Le bré est don
déterminé par la donnée d'une appliation de ∂K dans F . Comme sa topolo-
gie ne dépend pas de la lasse d'homotopie de ette appliation, l'ensemble
27
des brés prinipaux de bre F sur le tore T 2 est parametré par le groupe fon-
damental de F . Il s'agit en fait d'un exemple de lasse d'obstrution ([St51℄,
 35) qui est, dans le as général d'un F -bré prinipal sur une variété om-
pate N un élément de H2(N,π1(F )) et qui mesure l'obstrution du bré à
être trivial.
Considérons maintenant un bré prinipal M de bre T n, et
(a1, · · · , an) ∈ π1(T n) = Zn sa lasse d'obstrution. Nous allons munir
R
n+2
d'une struture de groupe telle que la topologie du quotient à gauhe
par Z
n+2
soit elle du bré. Pour e faire, nous hoisirons le représentant
γ : ∂K → T n de la lasse d'obstrution de la manière suivante :
γ|{0}×[0,1] = γ|[0,1]×{0} = γ|[0,1]×{1} = 0,
γ(1, t) = (ta1, · · · , tan),∀t ∈ [0, 1],
(3.3)
de sorte qu'un élément (x1, · · · , xn) ∈ T n de la bre au dessus de (0, t) ∈ K
sera identié à l'élément (x1 + ta1, · · · , xn + tan) au dessus de (1, t). Si on
note (x1, · · · , xn, y1, y2) les éléments de Rn+2, on veut don dénir sur et
ensemble un produit tel que
(k1, · · · , kn, 0, 0) · (x1, · · · , xn, y1, y2) = (x1 + k1, · · · , xn + kn, y1, y2) (3.4)
de sorte que d'une part les sous-espaes de R
n+2
d'équation (y1, y2) = c
te
passent au quotient omme des tores, et tel que
(0, · · · , 0, l1, l2) · (x1, · · · , xn, y1, y2) =
(x1 + y2a1l1, · · · , xn + y2anl1, y1 + l1, y2 + l2), (3.5)
de sorte que la struture de bré en tore sera bien elle dénie par (3.3).
On peut eetivement onstruire une telle struture de groupe en
plongeant R
n+2
dans Mn+3(R) par l'appliation suivante :
(x1, · · · , xn, y1, y2) 7−→

 In
0
.
.
.
0
a1y1
.
.
.
any1
x1
.
.
.
xn
0
1
0
0
0
1
0
y1
y2
1

 . (3.6)
Notons G l'image de ette appliation. C'est un sous-groupe de Mn+3(R),
et le quotient Γ\G où Γ est le réseau des entiers de G est diéomorphe à la
variété M , qui est don une nilvariété.
Supposons maitenant que n ≥ 2. On pose d = pgcd(a1, · · · , an) et a′i =
ai/d. Soit P = (pij) ∈ M(n,Z) une matrie telle que pi1 = a′i et que ses
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veteurs olonnes forment une base du réseau Z
n
. On a alors
P−1
(
a1
.
.
.
an
)
=
(
d
0
.
.
.
0
)
(3.7)
et
(
P−1 0
0 I
) In
0
.
.
.
0
a1y1
.
.
.
any1
x1
.
.
.
xn
0
1
0
0
0
1
0
y1
y2
1

( P 0
0 I
)
=

 In
0
.
.
.
0
dy1
0
.
.
.
0
x′1
.
.
.
x′n
0
1
0
0
0
1
0
y1
y2
1

 (3.8)
ave
(
x′1
.
.
.
x′n
)
= P−1
(
x1
.
.
.
xn
)
. On peut voir que le groupe P ′−1GP ′, ave P ′ =(
P 0
0 I
)
, est isomorphe à R
n−1 ×G′, où G′ est le groupe



1 0 dy1 x
0 1 0 y1
0 0 1 y2
0 0 0 1

 , x, y1, y2 ∈ R

 . (3.9)
D'autre part, omme detP ′ = 1 et que P ′ est à oeients entiers, le réseau
des matries à oeients entiers de P ′−1GP ′ est exatement P ′−1ΓP ′, où
Γ est le réseau des entiers de G. La variété M = Γ\G, qui est diéomorphe
à P ′−1ΓP ′\P ′−1GP ′ peut don s'érire
M ≃ (Zn−1 × Γ′)\(Rn−1 ×G′) ≃ T n−1 ×N, (3.10)
où N = Γ′\G′, en notant Γ′ = le réseau des entiers de G′.
Ce alul montre qu'on peut se ramener au as où les ai, i ≥ 2 sont nuls.
On supposera dans la suite que 'est le as, et on posera a1 = a.
Démonstration de 22.2 : Soient Xi, Y1 et Y2 les hamps de veteurs
invariants à gauhe engendrés en In+3 respetivement par
∂
∂xi
=

 0
0
.
.
.
.
0
.
.
.
.
0
.
.
.
0
. . 1
.
.
.
.
0
.
.
.
.
0
0
.
.
.
0
0 0

 ,
∂
∂y1
=

 0
0
.
.
.
0
a
0
.
.
.
0
0
.
.
.
0
0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 et ∂
∂y2
=
(
0 0
0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
)
.
Ces hamps vérient [Xi,Xj ] = 0, [Xi, Yj ] = 0 et [Y1, Y2] = aX1. On
notera V le veteur aX1, dont on peut remarquer qu'il est non nul (si a est
nul, le bré est trivial).
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Soit g une métrique homogène sur M , et (Vi) une base de Γ(TVM)
G
telle que (V1, · · · , Vn, Y1, Y2) soit orthonormée en tout point et que V1 soit
olinéaire à V . Les rohets de Lie entre les veteurs de ette base sont :
[Vi, Vj ] = 0, [Vi, Yj] = 0, et [Y1, Y2] = ηV1, η ∈ R∗. (3.11)
On en déduit :
dV ♭1 = −ηY ♭1 ∧ Y ♭2 et dV ♭i = dY ♭j = 0, i > 1, (3.12)
où (V ♭1 , · · · , V ♭n , Y ♭1 , Y ♭2 ) est la base duale de (V1, · · · , Vn, Y1, Y2). Les formes
de ette base de Ω1(M)G engendrent, par produit extérieur, une base de
Ω∗(M)G omposée de formes propres de ∆inv. En eet, il déoule de (3.12)
qu'elles sont toutes fermées sauf elles de la forme V1∧Vi1∧· · ·∧Vik (ij 6= 1),
dont la diérentielle vaut :
d(V1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik) = −ηY1 ∧ Y2 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik , (3.13)
et, puisque δ = (−1)n(p+1)+1 ∗ d∗, elles sont toutes ofermées sauf elles de
la forme Y1 ∧ Y2 ∧ V1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik dont la odiérentielle vaut :
δ(Y1 ∧ Y2 ∧ V1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik) = −ηV1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik . (3.14)
En restrition à Ωp(M)G, les formes de la base sont don harmoniques, sauf
Cp−1n−1 formes ofermées et C
p−2
n−1 formes fermées qui sont des formes propres
de valeur propre égale à η2. L'opérateur ∆pinv admet don une unique valeur
propre non nulle, de multipliité Cp−1n−1 + C
p−2
n−1 = C
p−1
n et égale à η2 = |V |2.
Si on hoisit une base orthonormée de la forme (V1, · · · , Vn, Y ′1 , Y ′2), ave
Y ′i = Yi +
∑n
k=1 ξkVk, on aura toujours [Y
′
1 , Y
′
2 ] = [Y1, Y2]. Le résultat ne
dépend don pas du hoix de la onnexion sur le bré. Remarquons enn que
si l'on hoisit une autre métrique sur la base (en se donnant deux hamps
horizontaux quelonques Y ′1 et Y
′
2 et en les supposant orthogonaux) on ob-
tiendra le même résultat en remplaçant V par V ′ = [Y ′1 , Y
′
2 ], ave omme
valeur propre η2 = |V ′|2 = Vol(B)−2|V |2.
3.2. Eondrements des brés prinipaux sur le tore
T
2
Dans ette partie, nous allons montrer que les brés onstruits dans le
théorème 22 peuvent admettre, si n ≥ 2, un eondrement à diamètre et
ourbure bornés pour lequel λ ne tend pas vers zéro.
Soit M un tel bré. Nous allons d'abord montrer le lemme suivant qui
nous permettra de ontrler la ourbure :
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Lemme 3.15. Pour toute métrique homogène g sur M , la ourbure setion-
nelle de M vérie |K(M,g)| ≤ 34 |V |2.
Démonstation : On se plae dans la même base (V1, · · · , Vn, Y1, Y2) que
elle utilisée dans la démonstration de 22.2. De (3.11), on peut rapidement dé-
duire que adVi = 0, et que ad
∗
Yi Yj = 0 ar pour tout veteur U , 〈ad∗Yi Yj, U〉 =
〈Yj , adYi U〉 = 〈Yj, [Yi, U ]〉 = 0. De plus, omme 〈ad∗Yi Vj, U〉 = 〈Vj , [Yi, U ]〉,
on aura ad∗Yi Vj = 0 pour j 6= 1, ad∗Y1 V1 = µY2 et ad∗Y2 V1 = −µY1.
La formule (2.12) donne don :
K(Vi, Vj) = 0, K(Y1, Y2) = −3
4
‖[Y1, Y2]‖2, (3.16)
K(V1, Yi) =
µ2
4
, et K(Vi, Yj) = 0 pour i 6= 1. (3.17)
Comme d'une part µ2 = ‖V ‖2, et d'autre part V = [Y1, Y2], la majoration
du lemme en déoule immédiatement.
Un eondrement à base xe du bré M par des métriques homogènes est
déterminé par une famille de bases (V ε1 , · · · , V εn ) de Γ(TVM)
G
(remarque :
on ne suppose plus ii que V ε1 est olinéraire à V ). Nous allons présenter ii
des exemples d'eondrements assoiés à des familles de bases de la forme
(V ε1 , · · · , V εn ) = (ε−α1V1, · · · , ε−αnVn), où (V1, · · · , Vn) est une base xée. Si
bi et b
ε
i sont les oeients de V dans les bases respetives (V1, · · · , Vn) et
(V ε1 , · · · , V εn ), on aura
bεi = ε
αibi. (3.18)
Exemple 3.19. Si αi > 0, pour tout i, alors le diamètre de la bre tend vers
0, ainsi que les bεi . On a don un eondrement à ourbure bornée du bré
sur la base T 2, et la valeur propre λ = ‖V ‖2 =∑ni=1 (bεi )2 tend vers zéro.
On peut ependant onstruire des eondrements pour lesquels le om-
portement du spetre est diérent, et en partiulier tels qu'il n'y ait pas de
petites valeurs propres :
Exemple 3.20. Supposons que αi = 0, pour tout i > 1, α1 > 0, et que
les omposantes de V1 dans la base (X1, · · · ,Xn) soient irrationnelles entre
elles. Une droite de la bre de diretion V1 sera don dense dans la bre, et
par onséquent, il sut que seul α1 soit non nul pour que la bre s'eondre
sur un point. On aura alors bεi = bi pour i > 1, et b
ε
1 → 0. La ourbure reste
don bornée et λ→∑i>1 b2i 6= 0.
Ce dernier exemple justie remarque 25 faite dans l'introdution.
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3.3. Exemples de brés prinipaux sur des bases de
dimension stritement supérieures à 2
Les exemples du théorème 22 sont relativement simples, en e sens que
l'essentiel de la topologie est ontenu dans la struture de bré en erle de la
nilvariété N . On peut ependant failement ontruire des brés prinipaux
en tore dont le omportement du spetre est un peu plus rihe :
Exemple 3.21. Considérons deux brés prinipaux M1 et M2, de bre
respetive T k1 et T k2 et de base T 2, muni d'une struture homogène et d'une
métrique invariante. Soient λ1 et λ2 leur valeur propre assoiée dénie par le
théorème 22. La variété M dénie par le produit riemannien M =M1 ×M2
est un bré prinipal de bre T k1 × T k2 = T k1+k2 et de base T 2 × T 2 = T 4.
D'après la formule de Künneth, il admet λ1 et λ2 omme valeurs propres. En
hoissant sur M1 et M2 des suites de métriques qui eondrent es variétés
sur T 2 la suite des métriques produits eondre M sur T 4.
On voit que sur et exemple, on peut avoir deux valeurs propres non nulles
distintes en restrition aux formes invariantes. De plus, on peut hoisir des
eondrements sur M1 et M2 tels que es deux valeurs propres tendent vers
zéro à des vitesses diérentes, ou même, en hoisissant pour M1 et M2 les
eondrements dérits dans les exemples 3.19 et 3.20 respetivement, tels que
seule l'une de es valeurs propres tende vers zéro. Enn, on peut remarquer
que onsidérer un eondrement de M par homothétie de la bre revient à
onsidérer des homothétie des bres de M1 et M2, et qu'on retrouve le fait
remarqué en 24 que et eondrement produit des petites valeurs propres.
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Chapitre 4
Topologie des brés prinipaux
en tores
Nous allons dans ette partie nous attaher à dérire la topologie des
brés prinipaux en tore, et en partiulier à onstruire un invariant diéren-
tiel qui permettra, omme la lasse d'Euler dans la as des brés en erles,
d'étudier le omportement du spetre du laplaien lors d'un eondrement.
SoitM un bré prinipal en tore T k sur une base N . Le tore T k = Rk/Zk
peut s'érire omme le produit de k erles : T k =
∏k
i=1 S
1
(i). L'ation de T
k
sur M induit une ation de haun des S1(i). On peut don dénir les variétés
Mi =M/
∏
j 6=i
S1(j), (4.1)
haqueMi étant un bré en erle de base N sur lequel agit S
1
(i). Réiproque-
ment, la donnée des k brés en erles (Mi)i≤k sur N permet de onstruire
un bré en tore T k en prenant la somme de Whitney
⊕k
i=1Mi de es brés
en erles, e bré en tore étant diéomorphe au bré M . Comme la stru-
ture d'un bré en erle est déterminé par sa lasse d'Euler, la topologie de
M est déterminée par la donnée d'un k-uplet (e1, · · · , ek) ∈ (H2(N,Z))k de
lasses d'Euler. Cependant, la déomposition de T k en produit de erles
n'est pas unique. En eet, pour haque base (a1, · · · , ak) du réseau Zk, on
peut érire T k omme le produit de la famille de erles (Rai/Zai)i, auquel
orrespond en général un k-uplet diérent de lasses d'Euler.
En homologie simpliiale, on peut dénir la lasse d'obstrution [c] d'un
bré F →֒ M → N , où [c] est un élément de H2(N,π1(F )) qui est une
mesure de l'obstrution du bré à admettre une setion (voir [St51℄, 35).
Si la bre F est un tore, les groupes d'homotopies πn(F ) sont triviaux pour
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n ≥ 2, et par onséquent ette lasse d'obstrution est nulle si et seulement
si le bré admet une setion ([St51℄, 29 et 35) e qui, dans le as d'un
bré prinipal est équivalent à être trivial. Dans le as d'une bre T k, ette
lasse d'obstrution est un élément de H2(N,Z
k). On veut dénir un objet
semblable pour la ohomologie de Rham.
Dans le as d'un bré en erle de lasse d'Euler [e], on a la propriété
suivante ([BT82℄, p.72) : si ω est une 1-forme vertiale invariante dont l'inté-
grale sur haque bre vaut 1, alors dω est une 2-forme horizontale qui dépend
du hoix de la onnexion sur le bré, mais qui est, au signe près, le relevé
d'une élément de [e]. Dans le as d'un bré en tore, on va onstruire une
invariant qui généralise ette propriété.
Rappelons tout d'abord que si on note G l'algèbre de Lie de T k, l'ation
de T k sur le bré M induit un plongement de G dans l'espae des hamps
de veteurs vertiaux invariants de M . Ce plongement s'étend naturellement
aux tenseurs sur G en une appliation
(
p⊗
G)⊗ (
q⊗
G∗)→ Γ
(
(
p⊗
T VM)⊗ (
q⊗
T V
∗
M)
)
= Γ(T V
p
qM).
Le tenseur obtenu ne dénit pas de manière anonique un élément de Γ(T pqM)
si q 6= 0, mais si on se donne une onnexion sur le bréM , la partie ovariante
du tenseur est bien dénie sur TM en imposant à sa partie horizontale d'être
nulle. Par abus de langage, si on se donne par exemple un élément de G∗, on
dira qu'il  induit  une 1-forme vertiale sur M , en préisant la onnexion
utilisée s'il y a ambiguïté.
On va montrer le résultat suivant, qui permet de dénir une généralisation
de la lasse d'Euler aux bré prinipaux en tore :
Proposition 4.2. Soit ω¯ ∈ G∗, ω la 1-forme diérentielle sur M induite
par ω¯ et αω la 2-forme diérentielle sur N telle que dω = π
∗(αω). Alors
l'appliation e : G∗ → H2(N,R) donnée par ω¯ 7→ [αω] est bien dénie (.-à-
d. que la lasse de ohomologie de αω ne dépend pas du hoix de la onnexion)
et linéaire.
Démonstration : On pose T k = Rk/Zk et on note (ω¯i)i∈[1,k] les formes
oordonnées de R
k
passées au quotient sur T k. En utilisant la déomposition
T k =
∏k
i=1 S
1
(i), on dénit la famille de brés en erle (Mi) omme en (4.1).
On a alors des projetions M
πi→Mi
π′i→ N qui vérient π′i ◦ πi = π′j ◦ πj = π.
Chaque forme ωi induite sur M par ω¯i est le relevé π
∗
i (ω
′
i) de la forme de
onnexion du bré en erle Mi. On peut érire dωi = π
∗
i (dω
′
i) = π
∗(ei) où
ei est une 2-forme sur N . Or, on sait que ei appartient à la lasse d'Euler du
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bré Mi, indépendamment du hoix de la onnexion sur Mi don du hoix
de la onnexion sur M . Si on dénit e : G∗ → H2(N,R) par e(ω¯i) = ei
en l'étendant par linéarité, on aura bien, par linéarité de la diérentielle
extérieure, dω = π∗(e(ω¯)) pour tout ω¯ ∈ G∗, en notant ω la forme induite
sur M .
Remarque 4.3. Si k = 1 et si ω¯ est la forme volume du erle de longueur
1, alors e(ω¯) est la lasse d'Euler du bré.
Remarque 4.4. La démonstration 4.2 met en évidene le lien entre l'invari-
ant e et la famille de lasse d'Euler assoiée à une déomposition partiulière
en somme de Whitney de M : à haque déomposition possible est assoiée
une base de G∗, et la famille de lasse d'Euler est l'image de ette base par
e.
Exemple 4.5. Au hapitre 3, on a onsidéré des brés prinipaux en tore T k
non triviaux dont la base est un tore T 2. Comme H2(T 2) est de dimension 1,
le noyau de e est de dimension k − 1, e qui signie qu'on peut déomposer
le bré en une somme de Whitney de k brés en erles dont k − 1 sont
triviaux. On retrouve don le fait que le bré peut s'érire omme le produit
d'un bré en erle et d'un tore de dimension k − 1.
Dans la suite, si ω est une forme induite par un élément ω¯ de G∗, on
érira parfois par abus de langage  e(ω)  au lieu de  e(ω¯) . De plus,
verra parfois e omme une appliation de G∗ dans l'espae H2(N,h) des
2-formes harmoniques de N , en utilisant le fait que H2(N,h) est anonique-
ment isomorphe à H2(N,R).
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Chapitre 5
Formes invariantes et petites
valeurs propres
Nous allons ii démontrer les résultats 31, 33 et 35 énonés dans l'intro-
dution. Ceux-i s'appuient essentiellement sur le
Lemme 5.1. Soit (M,g) une variété riemannienne, ϕt un ot agissant par
isométrie sur M et X le hamp de veteur assoié. On suppose de plus que
X n'est pas uniformément nul.
Soit E un sous-espae de Ω∗(M) stable par le laplaien et par (ϕ∗t )t∈R, λ
une valeur propre du laplaien restreint à E, et Eλ l'espae propre assoié.
S'il existe T tel que ϕ∗t+T = ϕ
∗
t pour tout t ∈ R et que λ <
(
2π
T‖X‖∞
)2
,
alors (ϕ∗t )t∈R agit trivialement sur Eλ.
Démonstration du lemme 5.1 : Remarquons tout d'abord qu'on peut
supposer que T = 2π, le résultat général se déduisant par simple hangement
de variable. D'autre part, par théorie de Hodge, on peut se restreindre à
l'étude des formes ofermées. On supposera don que λ est une valeur propre
de δd|Ker δ et Eλ désignera le sous-espae propre assoié dans Ker δ.
Soit ω ∈ Eλ. On sait que LXω = iX ◦ dω + d ◦ iXω.
D'une part, on a LXω = lim
t→0
ϕ∗tω − ω
t
. Puisque ϕt est une isométrie, les
formes ϕ∗tω et
ϕ∗tω−ω
t sont dans Ker δ, et don LXω aussi ar Ker δ est fermé.
D'autre part, d ◦ iXω est dans Imd.
Comme Ker δ et Imd sont orthogonaux, les formes LXω et d ◦ iXω sont
orthogonales. Le théorème de Pythagore donne don :
‖LXω‖22 + ‖d ◦ iXω‖22 = ‖iX ◦ dω‖22. (5.2)
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On en déduit
‖LXω‖22 ≤ ‖iX ◦ dω‖22 ≤ ‖iX‖2‖dω‖22 ≤ ‖iX‖2λ‖ω‖22. (5.3)
On va maintenant majorer la norme de iX d'une part, et évaluer elle de
LXω d'autre part.
majoration de ‖iX‖
Soit α ∈ Ωp(M).
Soit m ∈ M , et (X1, · · · ,Xn) une base orthonormée de TmM telle que
X = µX1. On pose αm =
∑
i1<···<ip
αi1,··· ,ipX
♭
i1 ∧ · · · ∧X♭ip . On a alors
iX(αm) =
∑
i1<···<ip
αi1,··· ,ipiX(X
♭
i1 ∧ · · · ∧X♭ip). (5.4)
Si i1 = 1, alors iX(X
♭
i1
∧ · · · ∧X♭ip) = µX♭i2 ∧ · · · ∧X♭ip .
Si i1 6= 1, alors iX(X♭i1 ∧ · · · ∧X♭ip) = 0.
Don iX(αm) = µ
∑
i2<···<ip α1,i2,··· ,ipX
♭
i2
∧ · · · ∧X♭ip , et
|iX(αm)|2 = µ2
∑
i2<···<ip
α21,i2,··· ,ip ≤ µ2
∑
i1<···<ip
α2i1,··· ,ip = |X|2|αm|2.
On en déduit
‖iX(α)‖22 =
∫
M
|iX(αm)|2dv ≤
∫
M
|X|2|αm|2dv ≤ ‖X‖∞
∫
M
|αm|2dv
≤ ‖X‖∞‖α‖22.
et don
‖iX‖ ≤ ‖X‖∞ (5.5)
alul de ‖Lxω‖
Comme ϕt est une isométrie, ϕ
∗
t agit par isométrie sur Eλ. Si on suppose
que t 7→ ϕt est 2π-périodique, ϕt induit don un morphisme S1 → SO(Eλ)
qu'on peut déomposer en somme de représentation irrédutibles.
Les représentations irrédutibles de S1 sont :
 la représentation triviale S1 → SO(1), t 7→ Id ;
 les rotations du plan S1 → SO(2), t 7→ R(kt) = ( cos kt − sinkt
sinkt cos kt
)
, k ∈ Z∗.
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Supposons maintenant que la déomposition fasse apparaître au moins une
rotation. On peut hoisir une forme ω 6= 0 située dans le sous-espae stable
assoié. On a alors
‖LXω‖ =
∥∥∥∥limt→0 ϕ
∗
tω − ω
t
∥∥∥∥ = |k| · ‖ω‖ ≥ ‖ω‖. (5.6)
Ave (5.3) et (5.5), on en déduit :
‖ω‖2 ≤ λ‖X‖2∞‖ω‖2, (5.7)
et nalement
λ ≥ 1‖X‖2∞
. (5.8)
La onlusion du lemme en déoule immédiatement.
Démonstration du théorème 31 : C'est une appliation direte du
lemme 5.1 ave E = Ωp(M), le ot ϕt étant induit par l'ation de S
1
. Le
hamp X est alors un hamp vertial S1-invariant.
Si on paramètre ϕt de manière à être 2π-périodique, la longueur l d'une
bre sera égale à 2π|X|, la norme de X ne dépendant pas du point hoisi sur
la bre. On a don
|X| = l
2π
(5.9)
et par onséquent
‖X‖∞ = l0
2π
. (5.10)
Si λ <
(
2π
l0
)2
, alors λ < 1‖X‖2∞ et don les formes propres de Eλ sont S
1
-
invariantes.
Démonstration du théorème 33 : Remarquons tout d'abord que dans
la démonstration du théorème 31, la déomposition de Ωp(M) en éléments
irrédutibles est une déomposition en série de Fourier par rapport à la bre
S1, la représentation triviale et les représentations θ 7→ R(kθ) orrespondant
respetivement aux fontions onstantes et aux fontions
2π
k -périodiques du
erle. On va reprendre ette idée et l'appliquer au tore T k pour déomposer
Ωp(M) en somme en sous-espaes de formes invariantes dans une diretion
et périodiques dans une autre pour ensuite appliquer le lemme 5.1 à es
sous-espaes.
Plus préisément, si on pose T k = Rk/Zk, Rk étant muni d'une métrique
eulidienne (pas néessairement la métrique eulidienne anonique), et si Γ
est le réseau dual de Z
k
, Γ = {γ ∈ Rk, 〈γ, γ′〉 ∈ Z,∀γ′ ∈ Zk}, une base
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des fontions propres de T k est donnée par fγ = cos(2π〈γ, x〉) et gγ =
sin(2π〈γ, x〉), γ ∈ Γ (voir par exemple [GHL87℄, p. 200). Si on note γ⊥
l'orthogonal de γ dans Rn, les fontions fγ et gγ sont invariantes sous l'ation
de γ⊥. On peut remarquer que, si Γ dépend de la métrique hoisie sur Rk,
e n'est pas le as de l'ensemble des γ⊥γ 6=0. En eet, 'est l'ensemble des
hyperplans vetoriels de R
k
engendrés par des éléments de Z
k
. Notons A et
ensemble. En regroupant les fontions propres en fontion de leur diretion
invariante, on obtient la déomposition
C∞(T k) =
⊕
V ∈A
C∞(T k)V ⊕ R (5.11)
où R représente les fontions onstantes, et où C∞(T k)V est l'espae
des fontions C∞ d'intégrale nulle ('est-à-dire orthogonales aux fontions
onstantes) et invariantes dans la diretion V . Par onstrution, haque
C∞(T k)V est invariant par ∆ et par l'ation de T k.
De la même façon, Ωp(M) peut s'érire
Ωp(M) =
⊕
V ∈A
Ωp(M)V ⊕ Ωp(M)T k , (5.12)
où Ωp(M)T
k
est l'espae des p-formes T k-invariantes et Ωp(M)V l'espae
des p-formes diérentielles invariantes par l'ation de V et orthogonales à
Ωp(M)T
k
. Comme V ne dépend pas de la métrique sur haque bre, haun
des Ωp(M)V est bien déni, et sera de plus invariant par ∆ et par l'ation
de T k. On a ainsi partiellement déomposé les formes diérentielles de M en
série de Fourier par rapport à la bre.
Soit V ∈ A, λVM une valeur propre du laplaien restreint à Ωp(M)V et λVT k
la première valeur propre de Ωp(T k)V ( remarque : elle est non nulle ar les
formes harmoniques du tore plat sont les formes invariantes ). On hoisit sur
T k un hamp invariant XT k orthogonal à V et on note XM le hamp vertial
sur M induit par XT k . L'ation sur Ω
p(M)V du ot ϕt assoié à XM est
périodique, et si on note T sa période, λV
T k
est par onstrution exatement(
2π
T‖XT k‖∞
)2
. D'autre part, omme g¯x ≤ f(x) · g¯, les normes de ‖XT k‖∞
et ‖XM‖∞ sont liés :
‖XM‖∞ ≤ (sup
B
f)1/2 · ‖XT k‖∞, (5.13)
don si λVM < (supB f)
−1λV
T k
, alors
λVM < (sup
B
f)−1
(
2π
T‖XT k‖∞
)2
≤
(
2π
T‖XM‖∞
)2
, (5.14)
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et le lemme 5.1 s'applique ave E = Ωp(M)V et les formes propres assoiées
à λVM sont ϕ
∗
t -invariantes, don T
k
-invariantes.
Si λM est une valeur propre du laplaien agissant sur Ω
p(M) et que
λ est stritement inférieure à la première valeur propre de T k, alors elle
sera a fortiori inférieure à tous les λV
T k
et don les formes propres de λVM
dans Ωp(M)V sont T k-invariantes. Comme les Ωp(M)V sont stables par le
laplaien, l'espae propre de λM est la somme des espaes propres restreints
aux Ωp(M)V . Par onséquent, toutes les formes propres assoiées à λM sont
T k-invariantes.
Démonstration du orollaire 35 : L'hypothèse sur la métrique peut
s'érire g¯x = f(x) · g¯, où f est une fontion positive sur N . On peut alors
appliquer le théorème 33. Il reste à montrer que si λ <
(
π
d0
)2
alors λ <
(sup
x∈B
f(x))−1 · λ0,1(T k, g¯).
Comme la métrique resteinte à la bre π−1(x) est f(x) · g¯, la première
valeur propre de laplaien restreint à ette bre est
λ0,1(T k ,g¯)
f(x) . De plus, la
première valeur propre d'un tore plat de diamètre d est minorée par (πd )
2
,
par onséquent
λ0,1(T
k, g¯)
f(x)
= λ0,1(T
k, f(x)g¯) ≥
(
π
dx
)2
, (5.15)
où dx est le diamètre de la bre π
−1(x) pour la distane intrinsèque, et don
λ0,1(T
k, g¯)
supB f
≥
(
π
d0
)2
, (5.16)
e qui ahève la démonstration.
L'exemple suivant montre que si on ne suppose pas que les bres sont
homothétiques entre elles, une majoration du diamètre des bres ne permet
pas de majorer la fontion f du théorème 33.
Exemple 5.17. On onsidère sur R
2
muni de son système de oordonnés
anonique la famille de métrique gt = (dx+tdy)
2+dy2. Ces métriques passent
au quotient sur le tore T 2 = R2/Z2. Quel que soit t0 ∈ R, il n'existe pas de
onstante c > 0 telle que gt ≤ c · gt0 pour tout t. Cependant, le diamètre
de (T 2, gt) reste borné quand t varie. En eet, le diéomorphisme linéaire(
1 −1
0 1
)
est une isométrie de (T 2, gt) dans (T
2, gt+1), et par onséquent le
diamètre de (T 2, gt) est une fontion périodique de t.
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Démonstration de la remarque 36 : Il sut de remarquer que
dans le lemme 5.1, si la dimension du sous-espae propre Eλ est impaire,
la déomposition de et espae en espae de représentations irrédutibles
ontient néessairement une représentation triviale, et don Eλ ontient des
formes invariantes par ϕt. Dans le as du théorème 31, les espaes propres
de dimension impaire du laplaien agissant sur Ω∗(M) ontiennent don des
formes S1-invariantes.
Dans le as du théorème 33, si un espae propre du laplaien est de
dimension impaire, l'un des éléments de la déomposition de Fourier de et
espae sera aussi de dimension impaire, et la remarque préédente s'applique.
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Chapitre 6
Géométrie des brés
prinipaux en tores
6.1. Métriques adaptées
Nous allons ii montrer qu'on peut, dans le but d'obtenir le théorème
26, se ramener à une situation géométrique pour laquelle l'étude du spetre
d'un bré en tore est plus simple. Cette situation est une généralisation de
la notion de métrique adaptée dénie dans le as des brés en erle par
B. Colbois et G. Courtois ([CC00℄) :
Dénition 6.1. On dit que le ouple de métriques (g, h) dénies sur M et
N respetivement est adapté à la bration prinipale T k →֒Mn π→ N si :
i. π : (M,g)→ (N,h) est une submersion riemannienne ;
ii. L'ation de T k sur M est isométrique ;
iii. Les bres sont totalement géodésiques ;
iv. Toute 1-forme vertiale ω induite par un élément de G∗ vérie dω =
π∗(e(ω)).
On veut montrer qu'une métrique de ourbure bornée sur un bré prin-
ipal en tore est prohe d'une métrique adaptée :
Théorème 6.2. Soient a et d deux réels stritement positifs, et T k →֒
(Mn, g)
π→ (N,h) un bré prinipal en tore. Il existe des onstantes
ε0(n, a, d, (N,h)) > 0, τ(n, a, d, (N,h)) > 0, τ
′(n, a, d, (N,h)) > 0 et
c(n, a, d, (N,h)) > 0 telles que si |K(N,h)| ≤ a, |K(M,g)| ≤ a,
diam(M,g) ≤ d et si π est une ε-approximation de Hausdor ave ε < ε0,
alors il existe des métriques g˜ et h˜ surM et N respetivement et une bration
π′ : (M, g˜)→ (N, h˜) telles que
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1. Le ouple (g˜, h˜) est adapté à la bration π′ ;
2.
1
τ
g ≤ g˜ ≤ τg et 1
τ
h ≤ h˜ ≤ τh ;
3. La restrition de g˜ à la bre est telle que diam(π′−1(x)) ≤ τ ′ε, pour
tout x ∈ N ;
4. La ourbure setionnelle de (M, g˜) vérie |K(X,Y )| ≤ c, pour toute
paire de veteurs horizontaux orthonormés (X,Y ).
On pourra alors appliquer le résultat de J. Dodziuk selon lequel si deux
métriques sont prohes, alors les spetres du laplaien pour es deux
métriques sont prohes aussi :
Théorème 6.3 ([Do82℄). Soit g et g˜ deux métriques riemanniennes sur
une variété M de dimension n, et τ une onstante positive. Si les deux
métriques vérient
1
τ g ≤ g˜ ≤ τg, alors
1
τ3n−1
λp,k(M,g) ≤ λp,k(M, g˜) ≤ τ3n−1λp,k(M,g),
pour tout entiers k ≥ 0 et p ∈ [0, n].
Remarque 6.4. Le théorème 6.2 implique en partiulier le théorème 37.
La restrition sur la géométrie imposée par le point 4 de la onlusion du
théorème 6.2 permet de mieux ontrler le spetre du laplaien.
Remarque 6.5. En vertu d'un théorème de Hermann ([He60℄, [Be87℄
p. 249), le fait que les bres soient totalement géodésiques implique qu'elles
sont isométriques entre elles. On va voir dans la démonstration du théorème
6.2 que réiproquement, sur les brés onsidérés, si la métrique est invariante
et que les bres sont isométriques alors elles sont totalement géodésiques.
6.2. Situation de métrique invariante
Nous allons dans un premier temps montrer que si on suppose qu'on a
sur M une métrique invariante, elle est prohe d'une métrique qui vérie les
points (i) à (iii) de la dénition 6.1. Plus préisément :
Proposition 6.6. Soit T k →֒ (Mn, g) π→ (N,h) un bré prinipal en tore
muni d'une métrique invariante g tel que π soit une submersion riemanni-
enne. Pour tout a > 0 et d > 0, il existe des onstantes τ(n, a, d) > 0 et
c(n, a) > 0 telles que si |K(N,h)| ≤ a, K(M,g) ≥ −a et diam(M,g) ≤
d, alors il existe une métrique invariante g˜ sur M telle que la bration
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π : (M, g˜) → (N,h) soit une submersion riemannienne à bres totalement
géodésiques et
1
τ
g ≤ g˜ ≤ τg.
Remarque 6.7. On peut noter qu'on utilise non pas une hypothèse de
ourbure bornée sur M mais seulement que la ourbure setionnelle est mi-
norée.
Pour montrer la proposition 6.6, on utilisera les deux lemmes suivants.
Le premier est une appliation direte de la formule de O'Neill :
Lemme 6.8. Soit a > 0 et T k →֒ (Mn, g) π→ (N,h) un bré prinipal
en tore muni d'une métrique invariante g tel que p soit une submersion
riemannienne, |K(N,h)| ≤ a, et K(M,g)(X,Y ) ≥ −a pour tout ouple (X,Y )
de veteurs horizontaux orthonormés. Alors, pour toute 1-forme diérentielle
vertiale ω induite par l'ation de T k, on a :
1. |dω(X,Y )|2x ≤
8a
3
|ω|2x, pour tout x ∈ M et tout ouple de veteurs
horizontaux orthonormés X et Y ;
2. ‖dω‖∞ ≤ 4an(n− 1)
3
‖ω‖∞.
Démonstration : Soit x ∈ M , y = π(x), X˜ et Y˜ deux hamps de N
orthonormés en y, et X et Y les relevés de X˜ et Y˜ à M . La formule de
O'Neill ([GHL87℄ p. 127, [Be87℄ p. 241) donne
KN (X˜, Y˜ ) = KM (X,Y ) +
3
4
∣∣[X,Y ]V ∣∣2 , (6.9)
où [X,Y ]V désigne la omposante vertiale de [X,Y ]. D'autre part on a, en
utilisant le fait que ω est vertiale,
dω(X,Y ) = X · ω(Y )− Y · ω(X)− ω([X,Y ])
= −ω([X,Y ]). (6.10)
On en déduit :
|dω(X,Y )|2x = |ω([X,Y ])|2x ≤ |ω|2x|[X,Y ]V |2x
≤ 4
3
|ω|2x(Ky(X˜, Y˜ )−Kx(X,Y )). (6.11)
Comme haun des ouples (X˜, Y˜ ) et (X,Y ) est orthonormé en x et y, on a
les majorations |Ky(X˜, Y˜ )| ≤ a et Kx(X,Y ) ≥ −a, et don
|dω(X,Y )|2x ≤
8a
3
|ω|2x. (6.12)
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Et omme l'inégalité préédente est vraie quel que soit le hoix de (X˜, Y˜ ), il
en déoule nalement
|dω|2x ≤
4an(n − 1)
3
|ω|2x ≤
4an(n− 1)
3
‖ω‖2, (6.13)
e qui ahève la démonstration.
Le seond lemme montre, dans le as d'un bré en erle, qu'à ourbure
bornée, la longueur des bres varie peu d'une bre à l'autre.
Lemme 6.14. Soit S1 →֒ (Mn, g) π→ (N,h) un bré prinipal en erle
sur N , tel que g soit invariante et π soit une submersion riemannienne.
Pour tout a > 0 et d > 0, il existe τ(n, a, d) > 0 tel que si |K(N,h)| ≤ a,
K(M,g) ≥ −a et diam(M,g) ≤ d, alors pour tout x, y ∈ N , on a
1
τ
ly ≤ lx ≤ τ ly,
où lx et ly désignent les longueurs des bres au dessus de π
−1(x) et π−1(y)
respetivement.
Démonstration : On hoisit sur le bré M une 1-forme vertiale ω dont
l'intégrale sur haque bre est égale à 1. Soit U le hamp vertial induit par
l'ation de S1 qui vérie ω(U) = 1. La norme |U | de e hamp est onstante
sur haque bre, et s'érit |U | = π∗f , où f est une fontion sur N . De plus,
en tout point x de N , la norme f(x) de U est égale à la longueur de la
bre au dessus de x. On va montrer que f est bornée en fontion de a et
d. Remarque : ω n'est pas la forme duale de U pour la métrique. Sa norme
pontuelle sur la bre π−1(x) est |ω| = 1f , et on a U ♭ = f2ω.
Soit x ∈ N , et X˜ un veteur unitaire tangent à N en x. Soit X˜i une base
orthonormée de hamps de veteurs au voisinage de x, telle que DX˜1 X˜1 = 0
sur e voisinage, et X˜1|x = X˜. On relève ette base à THM en notant
Xi = π
∗(X˜i) et X = X1. Ces hamps vérient
[Xi, U ] = 0. (6.15)
En eet, es rohets de Lie sont déterminés par [Xi, U ] =
d
dt(Φt)∗Xi, où Φt
est le ot induit par le hamp U . Par dénition de U , e ot orrespond à
l'ation de S1 sur M . Les rohets de Lie sont don nuls, ar les hamps Xi
sont S1-invariants. On notera par ailleurs U ′ le hamp de norme 1 déni par
U ′ = U/|U |.
On va aluler la ourbure setionnelle K(X,U) en fontion de f et de
ses variations (Remarque : le hamp U n'est pas normé, mais e alul est
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plus simple que si on utilise le hamp U ′). Cette ourbure s'érit
K(X,U) = 〈R(X,U)X,U〉
= 〈DU DX X −DX DU X −D[X,U ]X,U〉, (6.16)
où 〈·, ·〉 désigne la métrique. Le veteur DX X est horizontal et vaut
π∗(DX˜1 X˜1) (voir [Be87℄ p. 239), et par onséquent DX X = 0 au voisinage
de x. Comme d'autre part [X,U ] = 0, on est ramené à aluler
K(X,U) = −〈DX DU X,U〉. (6.17)
Pour e faire, on utilisera la formule suivante, qui aratérise la onnexion
de Levi-Civita :
2〈DZ1 Z2, Z3〉 = Z1 · 〈Z2, Z3〉+ Z2 · 〈Z3, Z1〉 − Z3 · 〈Z1, Z2〉
+〈[Z1, Z2], Z3〉 − 〈[Z1, Z3], Z2〉 − 〈[Z2, Z3], Z1〉. (6.18)
En utilisant l'orthogonalité de (X1, · · · ,Xn, U) et le fait que [Xi, U ]=0, on
obtient
2〈DU X,U〉 = X · 〈U,U〉 = X · f2 = 2fdf(X)
et
2〈DU X,Xi〉 = −〈[X,Xi], U〉,
et don
DU X = df(X)U
′ − 1
2
n∑
i=1
〈[X,Xi], U〉Xi. (6.19)
Le premier terme peut s'érire df(X)U ′ = df(X)f U , par onséquent
DX(df(X)U
′) =
(
X · df(X)
f
)
U +
df(X)
f
DX U
=
(
(DX df)(X)
f
+
df(DX X)
f
− (df(X))
2
f2
)
U
+
df(X)
f
DX U (6.20)
=
Hess f(X,X)
f
U − (df(X))
2
f2
U +
df(X)
f
DX U,
en utilisant le fait que DX X = 0. De plus, la relation (6.18) donne
2〈DX U,U〉 = X · |U |2 = 2fdf(X),
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et don
〈DX(df(X)U ′), U〉 = f Hess f(X,X). (6.21)
La dérivation des termes suivants de (6.19) donne
DX(〈[X,Xi], U〉Xi) = (X · 〈[X,Xi], U〉)Xi + 〈[X,Xi], U〉DX Xi.
Quand on alule le produit salaire de ette expression ave U , le premier
terme s'annule, et omme la relation (6.18) donne 〈DX Xi, U〉 = 〈[X,Xi], U〉,
il reste
〈DX(〈[X,Xi], U〉Xi), U〉 = 〈[X,Xi], U〉2. (6.22)
La somme des équations (6.21) et (6.22) donne
K(X,U) = −f Hess f(X,X) + 1
2
n∑
i=1
〈[X,Xi], U〉2. (6.23)
En normalisant le veteur U , on obtient
K(X,U ′) = −Hess f(X,X)
f
+
1
2f2
n∑
i=1
〈[X,Xi], U〉2. (6.24)
Les derniers termes peuvent être majorés en fontion de la ourbure. En
eet, on a
〈[X,Xi], U〉 = U ♭([X,Xi]) = f2ω([X,Xi]) = −f2dω(X,Xi), (6.25)
et don, en vertu du lemme 6.8,
〈[X,Xi], U〉2 ≤ f4 8a
3
|ω|2 = 8a
3
f2. (6.26)
Par hypothèse, la ourbure setionnelle de M est minorée par −a. On a don
nalement :
Hess f(X,X)
f
≤
(
4n
3
+ 1
)
a. (6.27)
Soient x et y deux points de N , et γ une géodésique minimisante joignant
es deux points. Notons µ la fontion dénie par
µ(t) = ln f ◦ γ(t). (6.28)
En dérivant µ par rapport à t, on obtient :
µ′(t) =
df(γ′(t))
f ◦ γ(t) (6.29)
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et
µ′′(t) = −
(
df(γ′(t))
f ◦ γ(t)
)2
+
df(Dγ′(t) γ
′(t)) + Ddf(γ′(t), γ′(t))
f ◦ γ(t)
= −µ′(t)2 + Hess f(γ
′(t), γ′(t))
f ◦ γ(t) . (6.30)
On a don, en vertu de la majoration (6.27) :
µ′′(t) ≤ Hess f(γ
′(t), γ′(t))
f ◦ γ(t) ≤
(
4n
3
+ 1
)
a. (6.31)
Supposons que x est un point où f , et don µ, atteint son minimum. On a
alors µ′(0) = 0 et don, en remarquant que d majore le diamètre de N ,
µ′(t) ≤
(
4n
3
+ 1
)
at, (6.32)
et
µ(t) ≤ 4n+ 3
6
at2 ≤ 4n+ 3
6
ad2. (6.33)
Le rapport
f(y)
f(x) est don majoré par une onstante τ = exp(
4n+3
6 ad
2).
Comme on a montré ette majoration en prenant pour x un point où f
atteint son minimum, elle sera vraie a fortiori pour un x quelonque.
Remarque : si les bre sont isométriques, alors le hamp U est de norme
onstante. Il est aisé de vérier à l'aide de (6.18) que DU U est alors nul,
'est-à-dire que les bres sont totalement géodésiques.
Démonstration de la proposition 6.6 : Le but est en fait de
généraliser le lemme 6.14 aux brés en tore pour montrer que g est prohe
d'une métrique pour laquelle toutes les bres sont isométriques.
Soit U¯ ∈ G non nul et U le hamp vertial induit par U¯ sur M . Soit
x0 ∈ N . On hoisit U¯ de sorte que |U | = 1 au dessus de x0. De plus, on
impose à U¯ d'avoir un oeient direteur rationnel, 'est-à-dire que U¯ est
olinéaire à un veteur de Z
k ⊂ G. L'ation du ot assoié à U induit alors
une bration S1 →֒M π→ (M ′, g′). On peut ontrler la ourbure de e bré.
En eet, utilisant la formule de O'Neill, on peut érire
KM ′(X˜, Y˜ ) = KM (X,Y )− 3
4
|[X,Y ]V |2
= KM (X,Y )− 3
4
|dω(X,Y )|2
|ω|2 , (6.34)
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où X˜ et Y˜ sont deux veteurs orthonormés de M ′, X et Y leurs relevés re-
spetifs surM , et ω la 1-forme induite par l'ation de T k telle que ω(U) = 1.
Le lemme 6.8 permet de ontrler le dernier terme en fontion de la ourbure
de M , et don
KM ′(X˜, Y˜ ) ≥ −a− 2a = −3a. (6.35)
Le lemme 6.14 assure alors qu'il existe une onstante τ(n, a, d) telle que
1
τ
≤ |U | ≤ τ. (6.36)
Notons g˜ la métrique invariante sur M obtenue en modiant g dans la di-
retion vertiale de sorte que les bres soient isométriques à π−1(x0), et en
onservant la distribution horizontale et la métrique horizontale assoiées à
g. Pour ette nouvelle métrique, la norme de U est uniformément égale à 1.
La relation (6.36) peut s'érire
1
τ2
g˜(U,U) ≤ g(U,U) ≤ τ2g˜(U,U), (6.37)
Par ontinuité, (6.37) s'étend à n'importe quel veteur vertial. Comme g et
g˜ sont identiques sur la diretion horizontale, on aura nalement
1
τ2
g˜ ≤ g ≤ τ2g˜. (6.38)
Pour onlure, remarquons que si la métrique sur M est telle que les
bres soient isométriques, la bration S1 →֒ M π→ (M ′, g′) induite par le
hamp U est à bre totalement géodésique. Par ontinuité, les bres du bré
T k →֒M → N sont elles aussi totalement géodésiques.
6.3. Cas général
On va maintenant démontrer le théorème 6.2. Pour e faire, on va s'in-
spirer d'une démonstration d'un théorème de Lott ([Lo02b℄, théorème 2), qui
utilise les résultats de [CFG92℄.
Soit g une métrique sur M vériant les hypothèse du théorème 6.2.
Tout d'abord, en utilisant un résultat de régularisation d'Abresh ([CFG92℄,
théorème 1.12), on onstruit une métrique g1 surM telle que
1
τ1
g ≤ g1 ≤ τ1g,
|K(M,g1)| ≤ a et ‖DiR‖ ≤ Ai(n, a, τ1), où τ1 > 1 est un réel xé, et D et
R désignent respetivement la dérivée ovariante et le tenseur de ourbure
pour la métrique g1.
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On applique ensuite le théorème 2.6 de [CFG92℄, qui assure l'existene de
onstantes ǫ0(n, (N,h)), κ(n,A), κ
′(n,A, (N,h)) et κi(n,A, (N,h)) et d'une
bration π′ : (M,g1) → (N,h) tels que si π est une ε-approximation de
Hausdor ave ε < ǫ0(n, (N,h)), alors :
 pour tout x ∈ N , le diamètre de π′−1(x) pour la métrique g′ est in-
férieur à κε ;
 la seonde forme fondamentale de la bre vérie ‖IIπ−1(x)‖∞ ≤ κ′ pour
tout x ∈ N ;
 la submersion π′ est κi-régulière, 'est-à-dire que ‖Di π′‖∞ ≤ κi, pour
tout i ∈ N.
Enn, pour une telle bration π′, les parties 3 et 4 de [CFG92℄ donnent
la onstrution d'un métrique g2 sur M qui est T
k
-invariante et telle que
|Di(g2 − g1)| ≤ c(n,A, (N,h), i), pour tout i ∈ N. Cette dernière égalité
assure l'existene d'une onstante τ2(n,A, d, (N,h)) telle que
1
τ2
g1 ≤ g2 ≤
τ2g1, et permet aussi de ontrler la ourbure pour la métrique g2.
On peut alors appliquer la proposition 6.6, qui nous donne une métrique
g3 qui vérie les points (i) à (iii) de la dénition 6.1.
Pour obtenir la métrique g˜ du théorème 6.2, il reste à modier la distri-
bution horizontale de manière à e que g˜ vérie le point (iv) de la dénition
6.1. Remarquons tout d'abord que omme l'appliation e : G∗ → H2(N) est
linéaire, il sut de montrer l'égalité dω = π′∗(e(ω)) pour une base de G∗.
Soit (ωi) une base de G∗ orthonormée pour la métrique g3. Pour haque i,
dωi s'érit
dωi = π
′∗(αi + dβi), (6.39)
où αi est une forme harmonique et βi une forme ofermée. On dénit une
nouvelle forme vertiale ω′i = ωi − π′∗(βi). Cette forme vérie
dω′i = dωi − π′∗(dβi) = π′∗(αi) ∈ H2(N). (6.40)
L'intersetion des noyaux des formes ω′i dénit une nouvelle distribution
horizontale. On dénit g˜ omme étant la métrique sur M telle que π′ :
(M, g˜) → (N,h) soit une submersion riemannienne et g˜ = g3 sur l'espae
vertial. Cette métrique vérie le point (iv) de la dénition 6.1 du fait de
(6.40).
On doit enore vérier g˜ est prohe de g3. Remarquons que
g˜ − g3 =
∑
i
(ω′2 − ω2) =
∑
i
(2π′∗(βi)⊗ ωi + π′∗(βi)2). (6.41)
Or, B. Colbois et G. Courtois ont montré dans [CC00℄ (lemme A.32) qu'il
existe une onstante κ(n, a, d, (N,h)) > 0 telle que les formes βi telles qu'on
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les a dénies vérient ‖βi‖∞ ≤ κ, e qui permet de onlure. Remarque :
le lemme A.32 de [CC00℄ utilise le fait que pour la métrique g3, la norme
de la seonde forme fondamentale est ontrlé et que la submersion π′ est
κi-régulière. Il n'est don pas évident qu'on puisse obtenir le théorème 6.2
en supposant que la métrique initiale g est invariante et en se passant des
résultats de [CFG92℄.
Enn, il reste à montrer que la ourbure de (M, g˜) reste bornée dans
la diretion horizontale. Soit x ∈ N , X˜ et Y˜ deux veteurs orthonormés
tangents à N en x, ω¯ une 1-forme invariante de T k, ω la 1-forme induite
sur M pour la distribution horizontale assoiée à g et ω′ la 1-forme induite
pour la distribution assoiée à g˜. Ces deux formes vérient dω′ = π′∗(α) et
dω = π′∗(α+ dβ), où α est une 2-forme harmonique de N et β une 1-forme
de N .
D'après la formule de O'Neill, il sut pour ontrler la ourbure setion-
nelle K(M,g˜)(π
′∗(X), π′∗(Y )) de majorer la norme de [π′∗(X), π′∗(Y )]V . Or,
on peut érire d'une part,
ω′([π′∗(X), π′∗(Y )]V ) = dω′(π′∗(X), π′∗(Y )) = α(X,Y ). (6.42)
D'autre part, on a
‖α‖∞ ≤ τ ′(n, a, d)‖α‖2 , (6.43)
d'après [Li80℄, ar α est harmonique, et
‖α‖2 ≤ ‖α+ dβ‖2 = ‖dω‖2 ≤ ‖dω‖∞, (6.44)
en utilisant le fait qu'une forme harmonique est le plus petit élément de
sa lasse de ohomologie pour la norme L2. Enn, le lemme 6.8 permet de
ontrler la norme de dω en fontion de a et ‖ω‖∞, et la norme de ω est on-
trlé en fontion de ‖ω′‖∞. Comme la majoration de ω′([π′∗(X), π′∗(Y )]V )
obtenue est indépendante du hoix de ω¯, on a bien une majoration de
|[π′∗(X), π′∗(Y )]V | en fontion de n, a et d.
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Chapitre 7
Petites valeurs propres des
brés prinipaux en tores
7.1. Minoration du spetre des 1-formes par le vol-
ume du bré
Les résultats des hapitres préédents nous permettent maintenant de
démontrer le théorème 26. On a vu qu'on pouvait se ramener au as d'un bré
muni d'une métrique adaptée. On va don montrer le résultat du théorème
26 pour un bré vériant les onlusions du théorème 6.2 :
Théorème 7.1. Soient a > 0, d > 0 deux réels, n, k et m trois entiers tels
que n = k+m, et (Nm, h) une variété riemannienne. Il existe des onstantes
c(n, a, d, (N,h)) et ε(n, a, d, (N,h)) stritement positives telles que si g¯ est
une métrique sur le tore T k telle que diam(T k) < ε et si T k →֒Mn → N est
un bré prinipal muni d'un ouple de métriques (g, h) adapté au bré et tel
que g = g¯ en restrition à la bre, diam(M,g) < d et |KM (X,Y )| ≤ a pour
toute paire (X,Y ) de veteurs horizontaux orthonormés, alors on a
λ1,1(M,g) ≥ c ·Vol2(T k).
On s'est ii donné omme hypothèse que la métrique sur N est xée. En
eet, une hypothèse sur la ourbure ne nous sera pas susante. On verra
au paragraphe suivant dans quelle mesure on peut espérer obtenir le même
résultat ave des hypothèses plus faibles.
Démonstration :
Dans un premier temps, nous allons démontrer le théorème dans le as où
le bréM ne ontient pas de sous-bré trivial, 'est-à-dire quand l'appliation
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e : G∗ →H2(N,h) est injetive. Nous généraliserons ensuite le résultat à un
bré prinipal quelonque. D'autre part, on se restreindra aux formes T k-
invariantes, en vertu des résultats du hapitre 5 (orollaire 35). En eet,
le spetre des formes orthogonales aux formes invariantes sera minoré en
fontion de la onstante ε du théorème, et on pourra toujours hoisir ette
onstante susamment petite de sorte que le spetre des formes orthogonales
aux formes invariantes soit plus grand que le terme c ·Vol2(T k).
Supposons don e injetive. La démonstration se déroule en deux étapes.
D'abord, on se ramène à l'étude des valeurs propres de l'opérateur e∗e, l'ad-
joint étant déni en munissant H2(N) de sa norme L2 :
Fait 7.2. Il existe ε(n, a, λ0,1(N,h), λ1,1(N,h)) > 0 et c(n, a, λ0,1(N,h)) >
0 tel que pour toute 1-forme ϕ sur M T k-invariante et orthogonale à
Ker∆1(M,g), si le quotient de Rayleigh de ϕ vérie R(ϕ) < ε, alors il existe
une forme ω induite par un élément de G∗ telle que ‖e(ω)‖2 ≤ c · ε‖ω‖2.
Démonstration : Soit ϕ une 1-forme diérentielle T k-invariante de M .
On peut érire
ϕ = π∗(α) +
k∑
i=1
π∗(ai) · ωi, (7.3)
où α est une 1-forme de N , ai des fontions de N et ωi les 1-formes vertiales
induites par une base orthonormée de G∗. On a alors :
dϕ = π∗(dα+
k∑
i=1
ai · ei) +
k∑
i=1
dπ∗(ai) ∧ ωi, (7.4)
où ei désigne l'image de ωi par l'appliation e : G∗ →H2(N). De plus, pour
tout i on a
‖δ(π∗(ai)ωi)‖2 = (δ(π∗(ai)ωi), δ(π∗(ai)ωi)) = (π∗(ai)ωi,dδ(π∗(ai)ωi)),
où (·, ·) désigne le produit salaire L2. Comme π∗(ai)ωi est une forme T k-
invariante, δ(π∗(ai)ωi) est une fontion invariante, 'est-à-dire que 'est le
relevé d'une fontion sur N . Par onséquent, dδ(π∗(ai)ωi) est le relevé d'une
1-forme sur N , et est don orthogonale à π∗(ai)ωi. Finalement, on a :
δϕ = π∗(δα). (7.5)
On peut aluler préisément quelles sont les 1-formes harmoniques de M .
On sait déjà que les formes harmoniques sont invariantes, don de la forme
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donnée en (7.3). Si ϕ est harmonique, on a de plus dϕ = 0 et δϕ = 0, don
δα = 0, dai = 0 pour tout i, et dα+
k∑
i=1
ai · ei = 0. (7.6)
Comme les fontions ai sont onstantes,
∑k
i=1 ai · ei est une 2-forme har-
monique de N , don orthogonale à la forme exate dα. On a don ∆α = 0
et
∑k
i=1 ai · ei = 0. Comme e est injetive, les ei forment une famille libre, et
don ai = 0 pour tout i. On obtient nalement que les formes harmoniques
de M sont les relevés des formes harmoniques de N .
Supposons que ϕ est de norme 1, 'est-à-dire que ‖α‖2+∑ki=1 ‖ai‖2 = 1.
Le quotient de Rayleigh de ϕ s'érit alors
R(ϕ) = ‖δα‖2 + ‖dα+
k∑
i=1
ai · ei‖2 +
k∑
i=1
‖dπ∗(ai)‖2. (7.7)
Supposons que R(ϕ) < ε pour un ε > 0 donné. Comme ‖α‖2 +∑ki=1 ‖ai‖2
est égal à 1, l'un des termes de la somme est plus grande que 11+k . Nous
allons distinguer les as ‖α‖2 > 11+k , et ‖ap‖2 > 11+k pour un p ∈ [1, k].
Supposons ‖α‖2 ≥ 11+k :
La forme ϕ est orthogonale à Ker∆1, 'est-à-dire à l'ensemble des relevés
de formes harmoniques de N . Par onséquent, la forme α est elle-même
orthogonales aux formes harmoniques de N , et don ‖dα‖2 + ‖δα‖2 ≥
λ1,1(N,h).
Si ‖δα‖2 ≥ ‖dα‖2, alors ‖δα‖2‖α‖2 ≥
λ1,1(N,h)
2 . Or, on a les deux inégalités
‖α‖2 ≥ 1
k + 1
(7.8)
et
‖δα‖2 ≤ R(ϕ) < ε, (7.9)
dont on peut déduire la majoration
λ1,1(N,h)
2(k + 1)
< ε. (7.10)
On peut hoisir ε susamment petit pour éliminer e as.
Si ‖dα‖2 ≥ ‖δα‖2, alors ‖dα‖2‖α‖2 ≥
λ1,1(N,h)
2 . On peut déduire de (7.7) que
‖dα+
k∑
i=1
aiei‖2 < ε. (7.11)
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On veut montrer à partir de (7.11) que puisque dα est minoré, les ai, et don
les dai le sont aussi, e qui ontredira le fait que R(ϕ) < ε. Il déoule de
(7.11) :
‖dα‖2 + ‖
k∑
i=1
aiei‖2 + 2(dα,
k∑
i=1
aiei) < ε (7.12)
et don
λ1,1(N,h)
2(k + 1)
− ε < −2(dα,
k∑
i=1
aiei), (7.13)
De plus, en utilisant le fait que ei est harmonique, don ofermée et qu'en
restrition aux 1-formes on a δ = ∗d∗, on obtient (dα, aiei) = (α, δ(aiei)) =
(α, ∗(dai ∧ (∗ei))). En appliquant pontuellement l'inégalité de Shwarz, on
en déduit
(dα, aiei) ≤
∫
N
|α||dai ∧ (∗ei)|dv ≤
∫
N
|α||dai||ei|dv
≤ ‖ei‖∞
∫
N
|α||dai|dv = ‖ei‖∞(|α||dai|)
≤ ‖ei‖∞‖α‖‖dai‖ ≤ ‖ei‖∞‖dai‖ (7.14)
et nalement
λ1,1(N,h)
4
− ε < 2
k∑
i=1
‖ei‖∞‖dai‖. (7.15)
Comme selon le lemme 6.8, ‖ei‖∞ est majoré en fontion de a et n, on obtient
si ε est susamment petit une minoration de
∑k
i=1 ‖dai‖, e qui ontredit
le fait que
∑k
i=1 ‖dai‖2 < ε.
En hoisissant ε susamment petit en fontion de λ1,1(N,h), a et n, on
peut don éarter le as ‖α‖2 ≥ 11+k .
Supposons ‖ap‖2 ≥ 11+k :
Si on note a¯i la valeur moyenne de la fontion ai, on peut hoisir la base
(ωi) de sorte que a¯i = 0 pour i ≥ 2 (il sut de hoisir omme nouveau ω1 la
forme diérentielle
∑k
i=1 a¯iωi). On a alors
‖dai‖2 ≥ λ0,1(N,h)‖ai‖2 (7.16)
pour i ≥ 2 et
‖da1‖2 ≥ λ0,1(N,h)‖a1 − a¯1‖2. (7.17)
Comme ‖dai‖2 < ε pour tout i, on a don
‖ai‖22 <
ε
λ0,1(N,h)
(7.18)
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pour i ≥ 2 et
‖a1 − a¯1‖22 <
ε
λ0,1(N,h)
. (7.19)
En partiulier, si ε est susamment petit, on a p = 1.
On peut alors érire
‖dα+
k∑
i=1
aiei‖2 = ‖a¯1e1‖2 + ‖dα+ (a1 − a¯1)e1 +
k∑
i=2
aiei‖2
+2(a¯1e1,dα+ (a1 − a¯1)e1 +
k∑
i=2
aiei). (7.20)
On a d'une part
(a¯1e1,dα) = a¯1(δe1, α) = 0,
et d'autre part
(a¯1e1, aiei) ≤ ‖a¯1e1‖2 · ‖aiei‖2 ≤ ‖a¯1e1‖2‖ei‖∞‖ai‖2
< ‖a¯1e1‖2
√
ε‖ei‖∞
λ0,1(N,h)
, (7.21)
ette dernière inégalité restant vraie pour i = 1 en remplaçant ai par (a¯1−a1).
Comme ‖dα+∑ki=1 aiei‖2 < ε, on a nalement
‖a¯1e1‖2 < 2|(a¯1e1,dα+ (a1 − a¯1)e1 +
k∑
i=2
aiei)|+ ε
et don
‖a¯1e1‖2 − 2n
√
ε‖e‖
λ0,1(N,h)
‖a¯1e1‖ − ε < 0. (7.22)
On en déduit que ‖a¯1e1‖ est enadré par les raines du polynme X2 −
2n
√
ε‖e‖
λ0,1(N,h)
X − ε, et en partiulier majoré par sa plus grande raine. Comme
‖e‖ est majoré en fontion de n et de la borne sur la ourbure (lemme 6.8),
la plus grande raine du polynme s'érit omme une onstante dépendant
de n, a et λ0,1(N,h), multipliée par
√
ε. On obtient don le résultat souhaité
en prenant omme ω la forme a¯1ω1.
On va maintenant minorer le spetre de e∗e en fontion du volume de la
bre T k.
Fait 7.23. Il existe une onstante c(n, a, (N,h)) > 0 telle que la première
valeur propre de e∗e soit minorée par c ·Vol(T k)2.
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Démonstration : Soient λ1, · · · , λk les valeurs propres de e∗e lassées
dans l'ordre roissant. Comme e est injetive, es valeurs propres sont non
nulles et la première vérie
λ1 =
∏
i λi∏
i 6=1 λi
=
Det(e∗e)∏
i 6=1 λi
. (7.24)
Par ailleurs, les valeurs propres de e∗e vérient λi ≤ ‖e∗e‖, don
λ1 ≥ Det(e
∗e)
‖e∗e‖k−1 ≥
Det(e∗e)
‖e‖2k−2 . (7.25)
L'image de e est un sous-espae de Ker∆2(N) de dimension k, engendré
par un sous-réseau du réseau des formes harmoniques entières de N . Si on
restreint e et e∗ à e sous-espae, on peut érire Det(e∗e) = (Det e)2, où Det e
est le déterminant d'une matrie de e érite dans des bases orthonormées de
G∗ et Im e, e qui donne
λ1 ≥ (Det e)
2
‖e‖2k−2 . (7.26)
Le lemme 6.8 donne une majoration de ‖e‖ en fontion de n et de la borne
a sur la ourbure de M , il ne reste don qu'à minorer Det e. Notons Det′ e le
déterminant de la matrie de e dans la base anonique de G∗ = Rk∗ et une
base orthonormée de Im e. On a alors Det e = (Det′ e)(Vol T k). Comme les
images dans Ker∆2(N) des éléments de la base anonique de G∗ sont des
formes entières, le déterminant Det′ e, qui est aussi le volume de e([0, 1]k),
est un multiple du volume d'un domaine fondamental du réseau des formes
entières dans Im e. Comme par ailleurs Det′ e est non nul, il sera don minoré
par le volume de e domaine fondamental. Si on note ρ le minimum des
normes des 2-formes harmoniques entières non nulles, e volume est minoré
par le volume d'une boule de rayon
ρ
2 dans Im e, et don minoré par une
onstante ne dépendant que de n et de la métrique h de N . On peut don
bien érire
λ1 ≥ c(n, a, (N,h)) ·Vol(T k)2.
Nous allons maintenant supposer que e n'est pas injetive. Notons l la
dimension de son noyau. Le premier nombre de Betti de M est alors b1(N)+
l. En eet, on a vu que si une 1-forme ϕ = π∗(α) +
∑k
i=1 π
∗(ai) · ωi est
harmonique, ela signie, d'après (7.4) et (7.5) :
∆α = 0,dai = 0 pour tout i, et
k∑
i=1
ai · ei = 0. (7.27)
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Comme les fontions ai sont onstantes. L'ensemble des ai tels que
∑k
i=1 ai ·
ei = 0 est exatement le noyau de e. L'espae des formes harmoniques de M
est don l'espae engendré par les relevés des formes harmoniques de N et
les formes vertiales induites par les éléments de noyau de e.
On peut reprendre la démonstration préédente en prenant pour (ωi)i
une base de G∗ telle que ωk−l+1, · · · , ωk soit une base de Ker e (le fait que la
forme ϕ est orthogonale aux formes harmoniques se traduit par le fait que
ak−l+1, · · · , ak = 0) et en étudiant e∗e restreint à l'orthogonal de Ker e. On
obtient de la même façon le résultat du fait 7.2, à savoir que la première
valeur propre du laplaien sur M est minorée à une onstante multipliative
près par la première valeur propre de (e∗e)|(Ker e)⊥ .
Pour minorer le spetre de (e∗e)|(Ker e)⊥ , on doit être un peu plus attentif
dans la manipulation des bases de G∗.
Soit B = (ω1, · · · , ωk) une base orthonormée de G∗ et B′ = (ω′1, · · · , ω′k)
une base du réseau des entiers de G∗, telles que (ω1, · · · , ωl) et (ω′1, · · · , ω′l)
soient des bases de Ker e (omme l'image du réseau des entiers de G∗ est
ontenue dans un réseau, le noyau de e est eetivement engendré par des
éléments entiers). La matrie de passage de B à B′ est de la forme
P =
(
P1 P2
0 P3
)
,
où P1 est un blo arré de taille l. Si se donne une base orthonormée de Im e,
la matrie de e s'érit sous la forme (0, A) dans la base B et (0, A′) dans la
base B′, où A et A′ sont des blos arrés de taille k− l et vérient A′ = AP3.
Le spetre de (e∗e)|(Ker e)⊥ est elui de A∗A. On peut érire, omme dans
la démonstration du fait 7.23 :
λ1 ≥ DetA
∗A
‖A∗A‖k−l−1 ≥
(DetA)2
‖A‖2(k−l−1) , (7.28)
où λ1 est la première valeur propre non nulle de e
∗e. De plus, on a DetA′ =
DetA · DetP2 et don
DetA =
DetA′
DetP3
= DetA′
DetP1
DetP
. (7.29)
Le déterminant de A′ est, omme préédemment, minoré par le ovolume du
réseau des formes entières dans Im e, et DetP s'interprète géométriquement
omme l'inverse du volume de T k.
Il reste à minorer DetP1. Comme Ker e est engendré par des éléments en-
tiers de G∗, l'orthogonal de Ker e pour la dualité dénit un sous-tore T k−l de
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T k. De plus, le dual de de l'algèbre de Lie G(T k/T k−l) du quotient T k/T k−l
est isomorphe à Ker e. La matrie P1 est don la matrie de passage d'une
base orthonormée de G∗(T k/T k−l) dans une base du base orthonormée de
G∗(T k/T k−l) dans une base du réseau des entiers de G∗(T k/T k−l), et par
onséquent DetP1 est l'inverse du volume de T
k/T k−l pour la métrique quo-
tient. Le diamètre de T k/T k−l est majoré par ε, omme elui de T k, et par
onséquent son volume aussi.
7.2. Petites valeurs propres et norme des 2-formes
harmoniques entières
Nous allons ii disuter de la valeur de la onstante c(n, a, d, (N,h)) du
théorème 7.1, et en partiulier de la manière dont elle dépend de la métrique
h sur N .
Dans la démonstration du théorème, la géométrie de N intervient quatre
fois : on a besoin de ontrler sa ourbure pour appliquer la formule de
O'Neill et majorer les ‖ei‖ ; en 7.2 apparaissent les valeurs propre λ1,1(N,h)
et λ0,1(N,h) ; enn on fait intervenir en 7.23 le minimum des normes des
2-formes harmoniques non nulles dont la lasse de ohomologie est entière.
On peut noter que dans la démonstration du fait 7.2, on a seulement
besoin d'une minoration des deux valeurs propres λ1,1(N,h) et λ0,1(N,h).
L'idée est en fait de s'assurer que le spetre de (N,h) n'interfère pas dans la
reherhe des petites valeurs propres deM . On sait par ailleurs que λ0,1(N,h)
peut être minoré en fontion du diamètre et de la ourbure deN (f. théorème
4), et λ1,1(N,h) en fontion du diamètre, de la ourbure et du rayon d'in-
jetivité de N (théorème 5). En outre, une borne sur la ourbure est aussi
susante pour appliquer la formule de O'Neill.
La démonstration du fait 7.23 introduit quand à elle la onstante
ρ(N,h) = inf
α∈H2(N,h)\{0}
[α]∈H2(N,Z)
‖α‖2 (7.30)
dans la minoration de la première valeur propre du laplaien. Il est naturel
de se demander si l'on peut ontrler ρ(N,h) à l'aide des mêmes invariants
géométriques que λ0,1(N,h) et λ1,1(N,h) :
Question 7.31. Existe-t-il une onstante c(n, a, d, r) > 0 telle que si
(Nn, h) est une variété riemannienne vériant diam(N,h) ≤ d et
|K(N,h)| ≤ a et inj(N,h) ≥ r, alors ρ(N,h) ≥ c ?
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Un argument de ompaité permet de montrer qu'ave l'hypothèse de
rayon d'injetivité minorée, on peut répondre armativement à la question
7.31.
Proposition 7.32. Pour tout réels a, d, r > 0 et tout entier n ∈ N∗, il
existe une onstante c(n, a, d, r) > 0 (non expliite) telle que si (Nn, h) est
une variété riemannienne vériant diam(N,h) ≤ d et |K(N,h)| ≤ a et
inj(N,h) ≥ r, alors ρ(N,h) ≥ c.
Démonstration : On onsidère le tore T = T b2(N), vu omme quotient de
H2(N,h) par le réseau des formes harmoniques entières. La métrique h sur
N induit une norme eulidienne sur H2(N,h) qui passe au quotient sur T en
une métrique plate h¯. Minorer ρ(N,h) revient à minorer le rayon d'injetivité
de (T, h¯).
On sait ([AC92℄) que l'espae des métriques h sur N telles que
diam(N,h) ≤ d et |K(N,h)| ≤ a et inj(N,h) ≥ r est relativement ompat
pour la topologie Cα. De plus, la métrique h¯ dépend ontinument de h. En ef-
fet, si on se donne un réel ε > 0 et une métrique h sur N , on aura, pour toute
métrique h′ susamment prohe de h et toute 2-forme α harmonique pour
la métrique h, |‖α‖2 − ‖α‖′2| ≤ ε‖α‖∞, où ‖ ·‖p et ‖ ·‖′p désignent les normes
pour les métriques h et h′ respetivement. Comme à ourbure et diamètre
bornés, la norme L∞ des formes harmoniques est ontrlée par leur norme L2
(f. [Li80℄ et inégalité (6.43)), on peut érire |‖α‖2 − ‖α‖′2| ≤ τ(n, a, d)ε‖α‖2 .
Si α′ est le représentant harmonique pour h′ de la lasse de ohomologie de
α, on peut don nalement trouver un voisinage V de h tel que pour toute
métrique h′ dans V,
‖α′‖′2 ≤ ‖α‖′2 ≤ (1 + ε)‖α‖2. (7.33)
Quitte à restreindre le voisinage V, on a réiproquement
‖α‖2 ≤ (1 + ε)‖α′‖′2, (7.34)
e qui implique bien la ontinuité de h→ h¯. L'ensemble dérit par h¯ quand
h varie est don relativement ompat dans l'espae des métriques plates
du tore. Il existe par onséquent une métrique sur T qui réalise la borne
inférieure du rayon d'injetivité de T quand h varie. En partiulier, ette
borne inférieure est non nulle
On peut se demander si le résultat reste vrai ave des hypothèses plus
faibles :
Question 7.35. Existe-t-il une onstante c(n, a, d) > 0 telle que si (Nn, h)
est une variété riemannienne vériant diam(N,h) ≤ d et |K(N,h)| ≤ a et
alors ρ(N,h) ≥ c ?
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Il faut noter par ailleurs qu'une minoration non expliite ne permet pas
d'améliorer les minorations déjà onnues de la première valeur propre du
spetre. On a besoin d'estimations préises :
Question 7.36. Si diam(N,h) ≤ d, |K(N,h)| ≤ a et inj(N,h) ≥ r, peut-on
minorer ρ(N,h) par une onstante expliite c(n, a, d, r) > 0 ? Plus préisé-
ment, peut-on trouver une onstante c de la forme c′(n, a, d) · Vol(N,h)α(n)
ou c′(n, a, d) · inj(N,h)α(n) ?
On peut noter qu'expliiter le rle du volume de N dans ette minoration
permet d'obtenir dans le théorème 7.1 une minoration de λ1,1(M,g) en fon-
tion du volume de (M,g).
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